Abstract

In this master thesis, we study the restricted specialization of quantum enveloping algebras defined by
Lusztig, as well as their representation theory.

First, we review briefly the class of quantum groups Uy introduced by Drinfel’d and Jimbo as deformations
of the classical universal enveloping algebra of a simple Lie algebra and Lusztig’s construction of an integral
form on it.

Then, we consider the restricted specialization UI®® at a root of the unity e. Contrary to most authors,
we do not assume that the order I of the root is odd, that it is prime with the extra-diagonal coefficients
of the Cartan matrix, nor that it is greater than the absolute values of these coefficients. We deal with the
finite dimensional representations of the restricted specialization, define a character for these representations
and classify the irreducible ones.

When [ is greater than the absolute values of the extra-diagonal coefficients of the Cartan matrix, we
propose a way to generalize Lusztig’s factorization of irreducible U;/**-modules as a tensor product of a module
over a finite dimensional subalgebra of U *® and the pullback of a module over the classical enveloping algebra.
In general, it seems necessary to consider the pullback of a U *(g)-module, for some root of unity €’ whose
order is, in most cases, not too large.

Finally we come back to the usual restrictions on [ and give an overview of the framework of tilting
modules. We mention that they form a family of finite dimensional U}**-modules stable by various operations
and explain how we can deduce a semisimple category from them.
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Introduction

La notion de groupes quantiques a initialement été définie par les physiciens pour étudier les systemes
intégrables quantiques. Ils ont regu une attention particuliere des mathématiciens lorsque des relations sur-
prenantes ont été découvertes entre les groupes quantiques et d’autres domaines des mathématiques tels
que la construction d’invariants topologiques ou la théorie des représentations des groupes algébriques en
caractéristique p.

Une classe de groupes quantiques particulierement étudiée est celle, formalisée par Drinfel’d et Jimbo, des
algebres de Hopf U,(g) pour une algébre de Lie semi-simple g. U,(g) peut étre vue comme une déformation
de l'algebre enveloppante U(Q) c’est-a-dire que Uy(g) est proche de U(g) quand ¢ — 1. Vers la fin des
années 1980, Lusztig a construit deux formes intégrales de U,(g) qui permettent de spécialiser ¢ en un
nombre complexe € # 0. On en déduit la spécialisation non restreinte Uc(g) et la spécialisation restreinte
Ur*(g). Elles coincident lorsque € n’est pas une racine de l'unité et dans ce cas la théorie est trés proche
du cas classique : représentations irréductibles de plus haut poids, théoreme de compléte réductibilité des
représentations etc

Les spécialisations sont distinctes si € est une racine de I'unité d’ordre [ > 3. Pour la spécialisation res-
treinte UF®(g) nous retrouvons une classification des représentations irréductibles par un plus haut poids,
mais la structure reste assez différente de celle de U(g). Par exemple, il n’existe pas de théoréme de compléte
réductibilité pour les représentations de la spécialisation restreinte. On a U.(g) C Ur*(g) et toute représen-
tation de U!*(g) est donc aussi une représentation de U.(g). Néanmoins la théorie des représentations de
la spécialisation non restreinte est plus compliquée, par exemple il existe des représentations irréductibles
cycliques de U,(g) par opposition aux représentations irréductibles de g qui sont toutes de plus haut poids.
Dans ce mémoire, nous nous intéressons a la spécialisation restreinte pour e une racine de I'unité quelconque.

Dans ses publications, Lusztig s’intéresse particulierement au cas ou l'ordre [ de e est impair. Comme
indiqué dans [Saw2010], cette restriction se justifie par le fait que I’étude est plus simple et que les premiers
travaux s’intéressaient a la relation avec la représentation des groupes algébriques en caractéristique [ = p.
Une autre restriction utilisées dans la littérature est le fait que [ est premier avec les coefficients extra-
diagonaux de la matrice de Cartan associé a g. D’apres Sawin, ces restrictions orientent I’étude vers des cas
tres différents de ceux qui sont importants pour étudier la relation des groupes quantiques avec des problémes
en physiques. Une maniere de contourner ce probléme est de construire un nouveau systéme de racines a partir
de celui associé a 'algebre de Lie et de travailler avec une version alternative des algebres enveloppantes
quantifiées ([Lus1993], [AP1995]). Ce n’est pas approche que nous prendrons dans ce mémoire : nous
adaptons les résultats de Lusztig sur U.(g) pour qu'’ils nécessitent le moins de conditions sur [.

Analysons les raisons qui ménent a ces restrictions. La définition de l'algebre U,(g) nécessite une matrice
D= (di)lgign pour symétriser la matrice de Cartan A = (aij)1gi,jgn i.e. telle que DA est symétrique. Il est
bien connu qu’une telle matrice D existe pour g simple et dans ce cas les conditions sur les coefficients d;
sont plus ou moins équivalentes a des conditions sur les coefficients extra-diagonaux de A. Des expressions de
la forme €% — e=%* ol k € Z sont utilisées dans la définition de la spécialisation restreinte, parfois comme
dénominateur d’une fraction. Il est facile de voir qu’elles s’annulent quand 2kd; = 0 mod | < kd; = 0
mod m < k =0 mod m; ot m = [,1/2 selon la parité de I et m; = m/pged(m,d;). Ce paramétre m; se
comporte alors comme une sorte de période et joue un réle fondamental dans la structure de l'algebre U
et de ses représentations. Il est omniprésent dans les formules, apparaissant parfois sous la forme de signes



(—1)mi+1,edimi € {—1,+1}. Lorsque [ est impair alors généralement tous ces entiers m; sont égaux a [ et
les signes précédents disparaissent. Enoncé de fagon plus poétique,

“De la musique avant toute chose,

Et pour cela préfére I'Impair

Plus vague et plus soluble dans l’air,
Sans rien en lui qui pése ou qui pose.”
— Paul Verlaine

Dans un premier chapitre, nous reverrons briévement quelques définitions et notations nécessaires pour
aborder le sujet. En plus des notions élémentaires de la théorie des algebres de Lie, nous présenterons les
g-notations et les algebres de Hopf.

Nous donnerons dans le second chapitre la définition de I’algebre U,(g) et indiquerons comment elle se
spécialise en un certain e. Sans donner les démonstrations de Lusztig, nous indiquerons les bases nécessaire
a la construction de ces algebres de Hopf et énoncerons les décompositions triangulaires. Nous vérifierons
néanmoins des relations sur des éléments de U,(g) qui seront importantes par la suite. Nous analyserons
ensuite quelles propriétés en découlent pour la spécialisation restreinte. Nous obtenons essentiellement les
formules de Lusztig ou [ est remplacé par m; et ou des signes (fl)miﬂ, e®™: font leur apparition.

Le troisieéme chapitre traitera des représentations de dimension finie. Nous énoncerons sans preuve les
principales propriétés des U,(g)-modules. Cela est tres similaire au cas classique : elles sont complétement
réductibles, les modules irréductibles sont paramétrées par un plus haut poids A € PT (avec un coefficient
o € {—1,+1}" supplémentaire) et leur caractére est donné par la formule des caractéres de Weyl. Plus
précisément, les générateurs K; de la sous-algebre de Cartan qui nous intéresse agissent sur un vecteur
de poids A < X par multiplication par z7iqdi>‘/(o‘iv ). Nous nous tournerons ensuite vers la représentation
restreinte. Il est alors nécessaire d’ajouter des éléments [Ifno] a la sous-algebre de Cartan. Finalement, nous
retrouvons le cas de Uy(Q) en ce sens que les modules irréductibles V}**(o, A) sont aussi paramétrés par (o, ).
L’action de Kj;, [%O] sur les espaces de poids A’ < X est alors donnée respectivement par multiplication par

oie®iN (@) et A(N) {’\/(Taj)J pour un certain signe A(\') dépendant entre autre de \'. Les U!**(g)-modules
ne sont toutefois pas complétement réductibles. Ainsi si on spécialise en g = ¢ un U, (g)-module irréductible
on obtient un Ur*(g)-module qui peut étre réductible sans étre complétement réductible.

La structure d’algebre de Hopf de U!**(g) donne une fagon naturelle de prendre les produits tensoriels
de deux U!**(g)-modules. Dans un quatriéme et dernier chapitre nous étudierons comment factoriser un
Ur*(g)-module irréductible V**(o, A) comme un tel produit tensoriel. Pour cela nous ajouterons I’hypothese
0 < d; < m. En écrivant A = A\g + A1 ol pour tout 1 < i < n, 0 < Ag(a)) < m; et Ai(e)) =0 mod m,.
Alors nous obtenons une généralisation de la factorisation de Lusztig :

VIS (0, A) = VIS (0, 0) @ VI (1, Ao) ® VZS(1, Ay)

Le facteur V'*(0,0) est unidimensionel, celui en Vr®(1, Ag) est une représentation irréductible d’une
sous-algebre U, Eﬁn C U!* de dimension finie. Avec les hypotheses plus strictes de Lusztig, le troisieme facteur
s’interprete comme le tiré-en-arriere de la représentation irréductible V(A1/l) de l'algébre enveloppante
classique U(g). Mais si [ est pair, une telle interprétation a peu de chance de fonctionner & cause justement des
signes qui apparaissent. Toutefois, nous proposons une facon de généraliser cette interprétation en considérant
le tiré-en-arriere d’'une représentation irréductible d’une algebre enveloppante quantifiée UI**(g) pour une
certaine racine de 'unité €. Sil est impair, on retrouve Uy (g) qui est & peu de chose prés I'algebre enveloppante
classique U(g). Si [ est pair mais pas divisible par 4 alors on peut considérer U_1(g). Plus généralement, il
semble que ’on puisse simplement considérer ¢ d’ordre divisant 24.

Nous définissons ensuite un caractére pour les représentations de dimension finie de U**(g). Nous mon-
trons que pour un [ arbitraire nous retrouvons les propriétés usuelles du caractére d’une somme directe ou
d’un produit tensoriel de représentations. Nous notons comment la factorisation précédente s’applique aux
caracteéres et dans le cas [ impair, seul le caractére du second facteur est méconnu.

Enfin dans une derniére partie nous revenons aux restrictions usuelles sur [ pour nous intéresser aux
tilting modules de U (g). Ceux-ci possédent des propriétés remarquables de stabilité par somme directe,



produit tensoriel et passage au dual et peuvent se décomposer comme une somme directe de tilting modules
indécomposables. En travaillant un peu, nous pouvons en déduire une catégorie semi-simple possédant ces
propriétés de stabilité.



Chapitre 1
Prérequis

Nous supposerons connues diverses notions nécessaires pour aborder les groupes quantiques et nous en
rappelons brievement certaines dans cette section. Nous utiliserons les notations de cette section, sauf lorsque
le contexte indique clairement une exception. Nous renvoyons au chapitre 4 et & 'annexe de [CP1994] pour
davantage de détails.

1.1 qg-Notations

q désignera une indéterminée comme dans C(gq) ou Q(gq), corps des fractions rationnelles en ¢ & coefficients
complexes ou rationnels. On pose aussi A = Z[q, ¢~ '] 'anneau des polyndémes de Laurent. On définit les
éléments suivants de Q(q) :

n —n

9 —9q
Vn €Z,n] =—— 1.1
g = (1.1)
n
vneN, [n],! =[], (1.2)
i=0
ntl—i _ o—(n+1-i)
n q q
VneZ,keN, = - - 1.3
M = (13)
11 est facile de voir que (1.1) peut se réécrire
vn € Z,[-n], = —[n],
n—1
1.4
Vn € N, [n]q — an—l—Qk ( )
k=0

ce qui montre que pour tout n € Z on a [n], € A. On en déduit que si n € N, alors [n] ! € A. Sik,n €N
et si de plus k < n on retrouve les égalités classiques

n n [n] !
K, ln—k], " 10—k 1.
H { k] [k]'[qk]' (1.5)

On vérifie I’équivalence

vneZ,VkeN,m —0e0<n<k-1 (1.6)
q



Notons aussi les relations

Vm,n € Z,[m +n], = q¢"[m], +[n], ¢ =q + [n], 4™ (1.7)

« |nt1 _g|n n—kt+1| T E|T —(n—k+1)| T
Vn € ,wseN,[ N L q qu Eo1l, q kq+q Fo1), (1.8)

On remarque que pour tout n € Z, [g]q =1let [?]q = [n],,. Alors en utilisant la relation (1.8) on montre

par induction sur (k,n) € (N*)* que [Z]q € A. On généralise cela & n € Z en notant que

Vn € Z,¥k € N, m - (1)’“[ (1.9)

n+k1]
k q

k

Supposons enfin n € N. Alors la relation (1.8) permet aussi de montrer par récurrence 1’égalité de
polynémes a coefficients dans A

k

n—1 n
[T (1) = a0 )] (1.10)
k=0 k=0 q

et que, étant donnés x,y appartenant & un anneau contenant A tels que yz = ¢>zy,

n
n— n n—
(@+y)" =D ¢ M T (1.11)
k=0 q

1.2 Matrice de Cartan symétrisable

Une matrice carrée A = (aij)1<i7j<n € M, (Z) est appelée matrice de Cartan si Vi, a;; = 2 et Vi # j, a;; <
0\/(11‘]' = Qj; =0.

A est dite symétrisable s’il existe des nombres naturels non nuls dy, da, ..., d,, tels que la matrice (d;a; j)l <ij<n
est symétrique i.e. Vi, j,dja;; = djaj;. On remarque que si les d; ont un facteur commun, on peut tous
les diviser par ce facteur sans changer la propriété précédente. Par conséquent, on suppose de plus que
ngd(dl, dQ, coey dn) =1.

A est dite indécomposable s’il n’est pas possible de la réécrire, aprés multiplication a gauche et a droite

. . A 0 . . ,
par des matrices de permutation, sous la forme ( 0 B> ou A, B sont des matrices carrées non nulles.

Si A est symétrisable, elle est dite de type fini (respectivement affine) si (d;aq;)
(respectivement semi-définie positive de rang n — 1).

1<ij<n St définie positive

1.3 Algebres de Kac-Moody

Etant donnée une matrice de Cartan A, on notera g(A) ou simplement g l'algebre de Kac-Moody sur C
associée. h est sa sous-algebre de Cartan de dimension 2n —rg(A). Les racines simples seront notées aq, ..., ay,
et les coracines oy, ..., .. Les générateurs de Chevalley seront notés X;" et X; (1 <i < n). On notera enfin
U(g) lalgebre enveloppante correspondante.

On s’intéressera plus particulierement au cas des algebres de Lie simples de dimension finie, qui sont
les algebres de Kac-Moody associées a une matrice de Cartan de type fini indécomposable. Dans ce cas, on
notera (X,Y) = Tr(ad X ad Y) la forme de Killing associée sur g. On utilisera la méme notation pour la forme
20

Vo
,) alors o = TatoT)

*

bilinéaire correspondante sur son dual g*. Si o est Pélément de g tel que «; = (]




2{af,af . L. . . 4
et a;; = aj(o)) = 7<< . ’>> Ceci montre qu'une symétrisation de la matrice de Cartan est donnée par
ag o

d; = w = w Les valeurs explicites sont fournies dans 'annexe A.1.
Notons que la restriction de la forme de Killing & h et h* s’exprime aisément en fonction des a;; et des

* 2a% 2{a’,ar _ * ar
d; : <aiv,a]V> = <<a2;i;f>7 < o > 2 2(ejof) _ d; Lag; et (i, a;) = (af,a%) = aijw = d;aij.

* * - e PN e ) * *
aj’aj> (@,05) <az"o‘z‘> J

Aa;) Aey)

De plus pour A € h* on a (A, a;) = d;\()). Certains auteurs utilisent donc ¢f pour g; ou encore

Qjq

q(o‘j)a'i> — q(o‘ivaj> pour qf‘” — q] .

1.4 Racines

Le réseau des racines sera noté Q = @ ,Za; et celui des poids P = {\ € h*|Vi, \(of) € Z}. QT, PT
sont définis de maniére similaire, en remplacant Z par N. On note pour tout 1 < i < n, w; € h* les poids
élémentaires i.e. tels que wi(a}/) = 0;;. Alors pour tout 1 < j < mn,

Qj = Zaijwi (112)
i=1

On notera A = {a € Q|a # 0,9, # 0} I'ensemble des racines de g, AT = AN Q™ les racines positives et
A~ = —AT les racines négatives. On a A = A* | JA~. On notera alors p = £ > _ A+ « la demi-somme des
racines positives. On notera W le groupe de Weyl agissant sur une algebre de Lie simple de dimension finie.
Pour tout w € W, on note {(w) sa longueur. Si

Wo = S4,Sip-+-Sin (1.13)

est le plus long élément de W, i.e. N = I(wg) est maximal, alors les racines positives apparaissent
exactement une fois dans I’ensemble suivant :

Br =iy, B2 =i (g )y ooy BN = Sy -Sin_y (i) (1.14)

1.5 Algebre de Hopf

Rappelons qu’une algebre A sur un anneau commutatif k est un k-module muni d’une multiplication
w:A® A — Aet dune unité i : k — A (qui sont k-linéaires) dont les propriétés peuvent étre décrites par
les diagrammes commutatifs suivants :

Aok 8% ApA <2 poa

%l lu F

A —— A —— 4
ApAeA 229 Ag A
id@ui Ju
AR A T) A

On définit alors la notion duale de coalgebre qui est un k-module muni d’applications k-linéaires A : A —
A® A (la comultiplication) et € : A — k (la counité) telles que les diagrammes suivants commutent :



Aok +99¢ 494 @99, koA

=] [a B

Ao Ao A L2 404

iawa | [a

A®A<TA

Si A possede a la fois une structure d’algebre et de coalgebre, elle est appelée bialgebre si les A, e sont
des morphismes d’algebre. Elle est appelée algebre de Hopf si elle possede de plus une application k-linéaire
bijective S : A — A (antipode) telle que le diagramme suivant commute :

A A S8 AgA d% ApA

al | [a
A 10€ A 10€ A

Une algebre de Hopf est commutative si la multiplication pu lest. Si 7 : A ® A — A est défini par
7(a1 ®ag) = as ®ay alors la notion duale de cocommutativité est naturellement définie par 1’égalité 7A = A.

BEtant donnée une algébre de Hopf A, un k-module V est un A-module s’il existe une application k-
linéaire a @ v~ a-v de A®V dans V telle que p(as ® a1) - v =as - (a1 - v) et i(1) - v = v. On dit aussi que
p:a— (v a-v) est une représentation d’algébre de Hopf. Si V; et V5 sont deux A-modules on peut munir
leur produit tensoriel Vi ® V5 d’une structure de A ® A-module en faisant agir A sur chaque composante :
a-(vy ®v2) = (a-v1)® (a-vz). On obtient une structure de A-module donnée par

a- (’U1 ®uy) = (Aa) < (v1 ® v2) (1.15)

La coassociativité de A entraine alors ’associativité du produit tensoriel : si Vi, V5, V3 sont trois A-
modules alors (V1 @ V2)®@ V3 = Vi ® (Vo ® V3). L’antipode permet aussi de définir une structure de A-module
sur le dual V* = Homg(V, k). Si f € V* et v € V on pose pour tout a € A

(a- f)(v) = f(S(a) - v) (1.16)

10



Chapitre 2

Algebre enveloppante quantifiée et
spécialisations

Nous rappelons dans ce chapitre la construction de Drinfel’d et Jimbo d’algebres enveloppantes quantifiées
puis les formes intégrales et les spécialisations qui en découlent, dues a Lusztig. Nous nous intéressons
particulierement au cas de la spécialisation restreinte qui est ’objet principal de cette étude.

2.1 Forme rationnelle

Notation 2.1.1. Etant donnée une symétrisation (di){<;<n d’une matrice de Cartan, on pose pour tout
1<i< N, q=q"

On reprend la définition 9.1.1 de [CP1994] :

Définition 2.1.2. Soit A = (ai;),, ;- y une matrice de Cartan symétrisable indécomposable & laquelle on
associe I'algebre de Kac-Moody g = g(A) et sa symétrisation (d;), ;- La forme rationnelle adjointe U,(Q)
est ’algebre sur le corps Q(gq) définie par générateurs Xii, IQjE (1 <i < N) et relations

KK, = K;K; (2.1)
KK '=K 'K =1 (2.2)
+7-—1 _  Faij v+
K XK =g "™ X; (2.3)
K, — K '
XX - X7 X =6, ———, (2.4)
qi — 4q;
1=aij 1— q.s
S o[ ey =0 sz (25)
qi

r=

Proposition 2.1.3. Les relations suivantes, munissent Uy(9) d’une structure d’algébre de Hopf :

AKF) = Kf o K},
AXD) =XoK +10X;, AKX )=X; ol+K'eX,

11



S(KF)=KF, S(X)=-X'K' S(X;)=-KX;,

K2 K2

e(Kii) =1, e(Xii) =0.
Démonstration. On commence d’abord par démontrer les propriétés d’algebre de Hopf pour les générateurs.
Pour chacun des L = X Zi oul =K Z-i, on vérifie aisément la propriété de la counité
(e®id)A(L) =1L
=~ L
=Ll
= (e®id)A(L)

Pour la coassociativité, le cas L = K f est facile. Pour le cas L = X f par exemple,

ARIDAXN) =X/ oK) K +(1X )oK, +(1®1)® X,
=X @K K)+1e (X oK)+1(1eX;")
= (id® A)A(X;)
La propriété de 'antipode est tout aussi facile, par exemple
XFS(K) + 18(X}) = XK' = XK
=0
= (X

On montre ensuite que 'on peut étendre € et A en des morphismes d’algebres et .S en un antimorphisme
d’algebre. Pour cela, on vérifie la compatibilité avec les relations définissant 1’algebre. Le cas de € est trivial
et il en est de méme pour (2.1) et (2.2) en général.

Pour (2.3), on a par exemple

AKAXFAK, = KXK' @K +1@ KX K
= ¢ (Xf @ K;+1® X})
= q?”AX;_
et
-1 -1 -1
S (K1) S (X]) S (K) = Ki (X[ K;') K

= ¢/ X} K KK
— % +
=q; S(Xj )

En ce qui concerne (2.4), on calcule facilement

AXFAXS ] = [X1 X7 @K+ K7 e [ X1, X7 ]+ (¢B% — ¢%9) (KX @ K X))
et

[S(X:_), S(Xj_)} _ KjKi_l (qui*diGinj—X;r 7 q2difdjajiXi-i-Xj—)

En utilisant que (d;a4;), <ij<n €St symétrique on trouve zéro si i # j et dans le cas contraire on retrouve
AK;—AK! S(K;)-S(K; ")
—— et =
qi—4q,; qi—4q,;
Enfin, considérons (2.5) pour le cas +. En faisant un changement d’indice, en utilisant (1.5) puis en

déplagant les K a droite grace a (2.3) :

respectivement.

bien
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1—a;;
T 1- A l—a;;—r r
(n{ rﬂ S(X;H) S(XH)S(XH) =
r=0 qi
1—a;; 1 N
2:(—1V['_%q (XjA;JY(X;K;ﬂ(XjK;glﬂw—T:
r=0 r q

i

(Z Sl

r=0

3

N\ v — an1=ai;j—r a;g;j—15-—1
(X3 X, (X)) >K,] K;7=0

i

Le cas de A est un peu plus long, il est traité dans la démonstration de la proposition 6.5.1 de [CP1994].
O

Remarque 2.1.4. Dans la suite, nous supposerons que g une algebre de Lie simple de dimension finie.
Cela nous permet d’énoncer les résultats de Lusztig concernant les décompositions triangulaires dans la
fin de cette section et dans la section suivante, ainsi que de définir la spécialisation restreinte. Notons
toutefois que la plupart des résultats ultérieurs n’utiliserons pas directement cette hypothése et peuvent par
conséquent a priori s’étendre a d’autres algebres de Kac-Moody symétrisables, pourvu que ’on puisse définir
la spécialisation restreinte.

Notation 2.1.5. Pour tout r € N, notons (Xii)(r) _ (x7)

G

Définition 2.1.6. Soit A = (a;;),, j<n une matrice de Cartan indécomposable de type fini. On pose m;;
égal & 2, 3, 4, 6 ou oo selon que a;jaj; est respectivement égal a 0, 1, 2, 3 ou > 4. Le groupe de tresses B,
associé 4 A est défini par générateurs T; (pour 1 < i < n) et relations

T,TT/T;... = TyTTT,...

pour tout ¢ # j satisfaisant m;; < oo, ot chaque membre de I’égalité ci-dessus comporte exactement m;;
T.

Proposition 2.1.7. Soit g une algébre de Lie simple de dimension finie. Le groupe de tresses By agil par
automorphisme de Q(q)-algébre sur Uy(g) de la fagon suivante :

(X)) = =X Ko TX) = =KX T(K) = KK

—aij

r=0
—ay
Ti(x;7) = (1) qr(x) " x; (x0T T i
r=0
Démonstration. cf [Lus1990a] et [Lus1990b] pour les détails. O

Dans le cas classique, on peut définir un vecteur XBjE de poids £/ associé a chaque racine positive 8. On
peut utiliser 'action du groupe de tresses pour généraliser cette définition au cas quantique :

Définition 2.1.8. Soit g une algébre de Lie simple de dimension finie. Fixons une décomposition réduite
comme dans (1.13) et définissons les 5, ...0n comme dans (1.14). On définit alors le vecteur de poids S, par

+ +
Xﬁr = 117;1717:2"'717;)"71()(1'7‘)
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Cela nous permet alors d’obtenir la décomposition triangulaire suivante :

Proposition 2.1.9. Soit g une algébre de Lie simple de dimension finie. Soit U;, Ug et Uy les Q(q)-sous

algébres engendrés respectivement par les Xi"', KijE et X, .

(i) La multiplication définit un isomorphisme d’espace vectoriel sur Q(q) donné par

Uy Ul @US = U,
(i) Les produits
(X7 = ()™ ()" (x5
ot = (t1,...,tx) € NV forment une base de U, .
(iii) Les produits
K'= KK Kl
ol t = (t1,...,tn) € Z"™ forment une base de Uy .
(iv) Les produits
(X) = ()™ (X)) ()"
out=(t1,....tn) € NV forment une base de Ut.

Démonstration. Le premier point est démontré dans [Ros1988]. Les autres points proviennent de [Lus1990a]
et un résultat plus fort est donné dans la proposition 2.2.9. O

2.2 Formes intégrales

Définition 2.2.1. Une forme intégrale Uy de U, est une sous A-algebre de Uy telle que l'application de
Ui ®4 Q(g) dans U, définie par z @ f — xf est un isomorphime de Q(g)-algébres. Dans ce cas on définit
U. = U ®4C en utilisant le morphisme de A dans C envoyant ¢ sur €. On obtient des définitions similaires
en remplacant C par Q(e) ou par Zl[e, e~ 1].

Définition 2.2.2. Soit g une algebre de Lie simple de dimension finie. U%*(g) est la sous A-algebre de Uq,(g)
engendrée par les (Xii)(r) et les KlﬂE pour 1 <i<netr>1.

Proposition 2.2.3. U*(g) est une forme intégrale de Uy(Q) et une algébre de Hopf sur A déterminée par

AKF) =K o K (2.6)

AT = 3P ™ @ KExH (2.1
=

A = 3O P R+ @ () (28)
=

(K)=1 (X)) =0 (2.9)

S(K;)=K; ! (2.10)

S(xH™) = (-7 K (x” (2.11)

SUXN)") = (~17q ) K] (2.12)



Démonstration. Pour la structure d’algebre de Hopf, on vérifie que les formules données sont la restriction a
U't*(9) des opérations d’algebre de Hopf. Pour (2.6), (2.9) et (2.10) c’est clair. Pour (2.11) et (2.12), il suffit
de déplacer les K & gauche ou & droite, en utilisant (2.3). Enfin pour (2.7) et (2.8), il suffit d’appliquer une
version de la formule du binéme (1.11). La démonstration du fait que U%*(g) est bien une forme intégrale
est plus délicate et nécessite la construction d’une base sur cette espace. Nous allons décrire une telle base
plus en détails dans cette section. O

Notation 2.2.4. Soit g une algébre de Lie simple de dimension finie. Pour tout ¢ € C*, on définit la
spécialisation restreinte correspondant a la forme intégrale Uy®(g) par

Ue™(9) = UL™(9) @ Q(e)

Commencons par donner a des éléments importants de U, {? (en fait aussi de U
loin) une notation spécifique :

7es comme on le verra plus

Notation 2.2.5. Pour tout 1 <7 <n, c € Z et r € N, on note

Ki_ r Kz ¢+1—S o K—l ‘—(C+1_s)
{ ’C} =1 =% i (2.13)
r qi s=1 4G — 4
On notera ’analogie avec la définition (1.3). Ces éléments possédent les propriétés suivantes :
Lemme 2.2.6. Pour tous 1 <1i,5 <n, on a:
(i) Pour toutr € N et e, € Z
Ki' K / K / K“
L 210
L T T "ol L T g
Ki; Ki;
{ C} K=K, [ C} (2.15)
r qi r qi
(i) Pour tout c € Z,
K,.
[ - c] =1 (2.16)
0 qi
K Kiq¢ — K; 'q; ¢
:zla C:| _ i4q; Z_lqz (217)
qi qi — 4q;
(iii)
K; Kije+1 c Ki;
VeeZ,r> 1, [ ‘- qiﬂ[ et ] = g “)Kiﬂ[ C] (2.18)
r ) r r—1]
<44 qi qi
(iv)
Ki;f_ s c(r—s -1 SKMO
Vr2070>0,{ T =3 (1 )[C” } Ki[ } (2.19)
(A P o S lh r—sl,
(v) . .
i c(r—s —s i 0
wzo,czo,[ c} =Y g >H K; [ } (2.20)
r s| r—s|
4% 0<s<r @i ai

(vi) Pourr >0 ets>0,

|:T + s] {Ki; 0} _ [Ki; O] {Ki; r] _ Z (71)tq.T(S_t) [r +t— 1] % [Ki; O] {Ki; 0}
K3 3
T g lrtsly, Tl § q t 0 L PP ¢ qi

i 0<t<s
(2.21)
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(vii) Pourr >0, on a

A([E:0] Y K50 K@ K0 psr (2.22)
([T}) Z<[T—S]-><[S].Z>

Démonstration. (2.14) et (2.15) découlent du fait que les K; commutent entre eux. (2.16) et (2.17) sont
évidents. Pour (2.18), il suffit d’écrire

[Ki;c] - ir[Ki;c+1} B {K,;;c} (Kigy ' " = K g ™) — g (K — K 'g 7
q q qi

T, ' r r—1 @ —q "
r+(c+1 —rx(c+1
:{Ki50:| —q; " +q; H)K_ﬂ
r—1 @ qar—q; " ’
_ et e | Kase
' ' r—1 qi

(2.19) et (2.20) en découle par induction sur (c,r). Les formules sont évidentes pour r» = 0. Le cas de
[Kjfc]q_ est facile & vérifier pour ¢ = 0 car (1.6) implique que [g] “ = 0 pour s > 0. Le cas de [Ki;_c] 4 €0
¢ =1 se traite par une récurrence facile sur r en utilisant la relation (2.18). Soit ensuite » > 0 et ¢ comme

dans les énoncés respectifs. Supposons les formules vraies pour tous couples (¢/,7') < (¢ + 1,7). Alors

Ki;e+1 - Kisc em1ar—1 | Kisc
|: :| =q |: :| +q c—1+ K»L 1|: :|
qi qi qi

r r ! r—1
Ki; 0 9 _ e K“ 0
_ Z qicr—cs+r |:C:| Ki_s |: :| + Z ql{:r 2c—cs+r—1 |:C:| Ki s—1 |: . :|
0<s<r S qi r—=s @ 0<s<r—1 S @ r—1—s @
K;;0 st _[Ki:0
_ Z qicr—cs+r |:C:| Ki_s |: :| + Z ql{:r c—cs+r—1 |: c 1:| Kz s |: :|
0<s<r 5lq; r=slg 15 s—1], r—s],,
= e[ B0l s e (gl g grtemin| € os [Ki30
! r . ¢ S| . ’ s—1 ) v r—s| .
qi 1<s<r qi qi qi
c r—s 1 _ Ku 0
= 3 gt >{c+] K[ ]
0<s<r 5 lg "= sl

ol l'on a utilisé Iidentité (1.8) & la derniére ligne. De méme,
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[K“_(C“} { - ] . [Ki;—(cm}
r r—1 qi
Z s c r—s)+r |:C+5 - 1:| K: |:K170:|
0<s<r s 4 r=sly
n (_1)s+1q(c+1)(r7175)+c (c+1)+s—1 s K;;0
¢ s tolr—1-s
0<s<r—1 q qi
s c(r—s)+r c+s—1 s K;;0 s (c+1)(r—s)+c c+s5—
ORI it IS P ST RS D
0<s<r i qi 1<s<r

LK, 0 . v [ Jet+s—1 Je+s—1 .
— gletV { } + 3 (=1 g {C i } +q [C s } K{
r & qq §— 1 qi

qi 1<s<r

r—s 1 -1 K’L?
5 oo s
s qi r—s qi

0<s<r

1%
l,

Ki;()

r—s

Cela prouve (2.18) d’ou on déduit immédiatement la seconde égalité de (2.21). Pour la premiére, on écrit

Ki0] £ —r S Kigt P - K7 [y Kag T = KM
[ r L[ s Li_<,£[1 ¢ —q " )(,}1 ¢ —q " )
[Esr+s] (T qfkm —(J,_(km

Lo (191:[1 ¢ —aq" )

_ 'Ki;:+s- <H )

_Ki;r_'_s [T+S]qi!

I P P TP
_ [Kyr+s] [r—ks}
LT ol % lg

Montrons la propriété (2.22) par récurrence sur r. Pour r = 0 elle s’écrit simplement Al =1® 1. Si la

propriété est vraie a l'ordre 7 alors

K;;0 K;0] Kig " — K 'q! K;;0 Ki®Kiq," — K, '@ K 'qf
A +1 =A r+11 —(Zr+1) =A ril —1(r+1) :
r qi T g q; i LA q; —4q;

)

r—s

r+1 —(7"+1)

r—s q; —q;

s=0

On trouve alors

17
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r s—r s+1 —(s+1)
([5) - (1o ] ) L
r+1 4 s—=o \L" ~5lg ’ s+1 i ’ Q;H_q;(rﬂ)
r s [, r—s+1 —(r—s+1)
K;;0 K K;:0 Foo-r-1 q; (qz' —q; )
+ r—s4+1 i ® s i r+1 _ —(r+1)
5=0 q qi q; q;
r+1 —r+2s— —(r
_ Ki; 0 KS ® Ki; 0 K§—(r+1) q; t2e-1 q; (r+1)
—\lr+ 1—s], ’ s 1 ¢ qul _ q;(TH)
- K;0 K0l emgrany | @ — g !
L B L )
5=0 < (7"—|— 1) —Slyg § qi Q;Jrl —q; (r+1)
r—+1
_ Kzao K ® szo K§—(r+l)
s=0 r+ 1—s qi ' $ qi '
et la propriété est vraie a 'ordre r + 1. O

Le lemme précédent comporte des formules montrant que 'algebre engendrée par les K; et les [K“C]q_

T
pour 1 < ¢ < n est abélienne. Le lemme suivant fournit davantage de relations qui seront importantes pour la
suite. Seul le cas (Xii)(r) (in)(s) pour ¢ # j n’est pas traité ici : au vu de la relation (2.5), on ne peut espérer

une formule générale pour permuter 'ordre des puissances de Xii et de celles des in. Voir néanmoins le
lemme 4.1.2.

Lemme 2.2.7. (i) Pour tout 1 <i,j5<n,c€Zetr,seNona Ki(X]i)(s) = ql.isa” (X]i)(s)Ki et

Ki; s s) | K5 ¢ £ aij
[ z,C:| (in)( ) _ (ij:)( )|: C ClJ8:| (2.23)
r qi r qi
(i) Pour toutr,s eNet0<i#j<mnona
(r) ) or—r (3) —\(s) ()
(X)(X0) = (X)) (X)) (2.24)
(iii) Pour toutr,s €N et0<i<n ona
T s s— Kl,2t — S — r—
)Y = 5 )T (2.25)
0<t<r,s ¢ q;
e e N I e o C ol (2.26)
r
qi

Démonstration. On a déja utilisé plusieurs fois la premiére relation qui provient de (2.3). La relation (2.23)
en découle immédiatement. (2.24) est évident car X% et X ; commutent si i # j d’aprés (2.4). La relation
(2.26) est aussi facile.

Intéressons nous a (2.25). On peut supposer 7,8 > 1 car le résultat est trivial si 7 ou s est nul. On
commence ensuite par démontrer par récurrence sur s dans le cas r =1 i.e.

s s s— K;;1—
X = ) ) (227)
qi

Pour s = 1, c’est exactement (2.4). Si le résultat est vrai pour s > 1 alors
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_\(s) —1 —\(s—1)
X; K, — K; X; K;:—1—
:( z) (Xi—Xi-i-_‘_ i _11>_|_( z) X7,_|: i 3}
il a0 o 14[s], ait Y\ o1
(1) s () ( i, )Kz - ( G+, K;
= (Xi ) X’i + (Xi ) 1
qi — q;

s s) | K —
= (X)X (x)) ){ | 1
q

ot 'on a utilisé ’hypothese de récurrence pour passer & la seconde ligne, (2.4) et (2.23) pour passer a la
troisieme ligne et finalement la relation (1.7) pour conclure.

On fixe maintenant s et on démontre le résultat par récurrence sur r. Pour » = 1, on vient de le faire. Si
le résultat est vrai pour r > 1 alors dans le calcul qui suit, on peut utiliser la relation de récurrence pour
passer a la seconde ligne. Pour passer a la troisiéme ligne, on peut aussi utiliser (2.27) si s —t > 0 et la méme
formule sans le second terme si t = s.

_ X () ) ()
xH (x© = A xH
R 5 LA

e [Ki2t—s—r] (xH)" "
e i T
q

0<t<r,s ¢ i [T + 1]%'
(r—t)
_ Z <(Xl)(s—t)XlJr t-s t)(X,)(s—t—l) [Ki;l — s+ t} ) [Ki;% —5— r} (X;5)
[ 3 S, 7
0<t<r,s 1 i t o M1,
(r—t)
_ Z (x—) [Ki;Qt—s—r—2] X‘+(Xi+)
0<t<r,s ¢ q [T + 1]47
et [Kil—s+t] [Ki2t—s—r] (xH)" "
+ 3 -0 “’[ 7 1”] [ ; ts ’“} %
0<t<r,s qi qi [T + ]Qi
K;2t—s—r—2 o
= Z (Xi)(87t) [ t :Iqi [T + 1 t]qi (X+)(T+17t)
! [r+1] ¢
0<t<r,s qi
I:Kf;;lt—s] l:K,i;Ztt—sl—T—2:|
D D R T R A
1<t<r+1,s+1 r qi

Ki;O—s—(r-i-l)}
0

Le terme en ¢t = 0 est bien 1 = [ 4, comme souhaité. Si s < r, alors le plus grand indice est

t = s+ 1 pour lequel le terme correspondant est nul. On peut donc en fait prendre pour borne t < s =
min(r + 1,s). Si 7 < s alors le plus grand indice est ¢ = r 4+ 1 qui correspond au terme
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Kiql‘r+1_s _ Ki_qu'_r_lJrs " Kiq;“-l-l—s—l _ K—lqi—r—l-i-s-i-l

qz‘TH — qi—r—l L qﬁ — q;z
’"ﬁ K/t s — K gttt [KZ-; 20r+1)—s— (r+ 1)]
1 -1 -
=1 q; — 4; r+1 a

Enfin, les termes correspondant & 1 <t < r, s sont

Ki;2t—s—r—2 1 Kigi=s—r—t - g-1g thstr+l Ki;t—s
[ [’I" +1— t]ql % - 7,7t i +
t—1 qi[T‘i’l]qi q; —q; 1 a

apres simplification, on trouve

7

{Ki; 2t —s—1r— 2} K2t - g hg et B [Ki; 2t —s—(r+ 1)}
ai ai

t—1 q — q;t t
O
Lemme 2.2.8. Pour touti=1,...,n on a T;(UL®) = Uy>.
Démonstration. 11 suffit de montrer que Tii(Uffs) C UL®. Par exemple
Ti(Kj) = K;K; ™ € U
LX) = (-1 g VK () e U
TZ((X;>(T)) _ (_1>rq—d¢7"(7"+1)KZr(Xi+)(T) c U;‘es
cf [Lus1990a] et [Lus1990b] pour les détails. O

Comme par définition (Xii)(r) € U%®, le lemme 2.2.8 montre que a fortiori (Xﬁi)(r) € U De méme, on

Kise]

peut maintenant facilement montrer par récurrence sur r > 0 que [ o € Uips. Clest évident pour r = 0.

Si c’est vrai pour tout entier < r alors d’apreés (2.25) on a

K30 () =y (™ —\ (=) [ Kis 2(t = (r=t) _ rpr

O — e - S e I e e
a 0<t<r—1 ai

On en déduit alors [K;’fc}q_ € U pour tout ¢ € Z en utilisant les formules (2.19) et (2.20) . Donc la

propriété est vraie a l'ordre r.
Nous avons donc des éléments de UR* satisfaisant certaines relations de commutation. En étudiant
précisément l'action du groupe de tresses, on obtient la décomposition triangulaire suivante :

Proposition 2.2.9. Soit g une algebre de Lie simple de dimension finie. Soit Ujfs"' la A sous-algébre
engendrée par les Xi"', UR®™ celle engendrée par les X, et enfin Uffso celle engendrée par les KZ-jE et les

[K’:‘;le qi’

(i) La multiplication définit un isomorphisme de modules sur A donné par
Ules~ U @ Uist — Ut

(i) Les produits

—\(t —\(t — (¢
(6™ (00, )™

ol t = (t1,...,tx) € NV forment une A-base de UL~ et une Q(q)-base de U, .
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(iii) Les produits
(tn) (t2) (t1)
(X5, (X)) (X )

ott = (t1,...,tn) € NV forment une A-base de UL et une Q(q)-base de Ut

(iv) Les produits

e Ki;O]
K
il;[l ' |: Si qi

ot $1,...8n, € N et o; € {0,1} forment A-base de Uffso et une Q(q)-base de Ug.

Démonstration. cf [Lus1990a] et [Lus1990b]. O

2.3 Spécialisation restreinte

Nous avons défini dans la section précédente la spécialisation restreinte a partir de la sous .A-algebre

j: e
U%*(9) de U,(g) engendrée par les (Xii)(r) = ([):]7), et les K pour 1 <i <n.Ona (Xii)(l) = X et on

o € U, L’annexe B.1 explique comment définir la spécialisation non-restreinte a partir de

lalgebre U 4 engendrée par les X f

coincident si et seulement si € n’est pas une racine de I'unité ou bien lorsque ¢ = +1. Le premier cas est
bien connu et on obtient des résultats similaires & Uy(g) : toutes les représentations sont complétement
réductibles et les représentations irréductibles sont classifiées par un plus haut poids. Le cas € = +1 est
inclus dans I’étude qui va suivre. ’annexe B.2 contient une analyse directe a partir de la spécialisation
non-restreinte.

a vu que [Kfc}

K et [0 ..+ West en réalité facile de voir que ces deux spécialisations

Notation 2.3.1. Dans la suite, on note € une racine de 'unité d’ordre I € N*. On pose m = % si [ pair et
m = [ sinon. Pour tout 1 < i < n, on pose ¢; = €%, §; = pged(d;, m), et m; = 5

Proposition 2.3.2. (i) Pour tout 1 <i<n etr€Z,

€ —€ =0r=0 modm, (2.28)
(i) Sim; =1, alors pour tout r € N,
[r],=0&7r=0 (2.29)
et plus précisément
[, = ()" 'r (2.30)
(iii) Sinon m; > 1 et pour tout r € N :
[rl,, =0&7r=0 mod m; (2.31)

et si r =m;r1 + 1o est la division euclidienne de r par m;, on a

[rl., = (") [ro]., (2.32)

i 7

2m;
)

Démonstration. La relation (2.28) est facile et en particulier e = 1. Rappelons ensuite que

r r—1

T gT
[T]qi _ q; 4q; _ Zq;—l—ﬂc

w-q' =
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Sim; = 1, alors e% = 1 et pour tout r € N* on obtient [r]éi = 2;(1) €D = ¢~y On en déduit alors
la relation (2.30). Sinon m; > 1 et alors la relation (2.28) entraine ¢; —¢; ' # 0. On a donc [r]., = % et

i

en utilisant & nouveau (2.28) on obtient la relation (2.31). On peut évaluer

To —T0 72’”’7,1‘7‘1
mim @ — 4% G

], =4q -
@ ¢ —q "

en ¢ = € et on obtient la factorisation (2.32).
O

Remarque 2.3.3. Pour satisfaire m; > 1, il suffit de supposer 1 < d; < m. L’annexe A.1 montre que pour
les algebres de Lie simple de dimension finie on a d; € {1,2,3} donc cela est vrai pour [ > 7. On rencontre
aussi souvent le cas | impair et premier a 3 si g est de type Go. Dans ce cas, [ =m =m;, ;" =1et §; =1
ce qui simplifie beaucoup les calculs. Nous essayons ici de rester dans le cas général et n’ajouterons pas de

restrictions sur [.
Enoncons quelques propriétés trés simples qui seront utiles par la suite :

Lemme 2.3.4. (i) €™ =1 et

o (_1)l+1 _ 1 szil est z'm.paz'r (2.33)
—1  sil est pair

(i) €™ =1 et

ef“ _ {1 sz:l impair ou sz ‘;—; est. pair ‘ (2.34)
—1 sinon (en particulier si m; est pair)
On en déduit
()™ = (=) De (235)
Si de plus d; € {1,2,3} alors
emi = (_1)<z+1>(m+1>(<_1)(z+1)m)di (2.36)
(iii) Les racines m;-iéme de l'unité sont données par :
Up, = {10 <r <my} (2.37)
(iv) Les racines 2m;-iéme de ['unité sont données par :
Uom, = {x€;10 <7 < m;} (2.38)

Démonstration. Pour le premier point, si [ est impair, €™ = € = 1 et a fortiori €™ = 1. Si [ est pair, on

a toujours €™ = ¢/ = 1 donc €™ € {—1,+1}. Mais € est une racine [-iéme primitive et m = /2 < [. Donc
€ =—1. N

Le deuxiéme point découle de la relation €/ = (¢™)% . On distingue deux cas : € = 1 si [ est impair ou
% est pair et €;'* = —1 sinon. En particulier e?mi = 1. On remarque que si m; est pair alors [ I’est a fortiori.
" = —1. En ce qui concerne (e;**)"™, on doit

De plus pgcd(%, m;) = 1 donc % est impair. Par conséquent €
) si m; est impair et 1 si m; est pair. Or, on vient de voir que dans ce dernier cas €' = —1.

trouver (e

Donc (e")™ = (—1)(m"’+1)e;”'i. Par un raisonnement au cas par cas similaire, on déduit (2.36).
Si I est pair alors Up,, = U_1 = {e2ir &

0 <r < m;}. Comme m; est premier avec §- on peut écrire cet
i

ensemble U,,, = {€2"|0 < r < m;}. Si m; est impair, alors on peut méme D'écrire U,,, = {70 <7 < m;}

et alors Usy,, = 2U,,, = {£€]|0 < r < m;}. Sinon, m; est pair. Donc % est premier avec 2m; et Uy, =
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UL = {€%710 <7 < 2m;} = {e7|0 < r < 2m;}. Maintenant, €/ = —1 donc pour tout 0 < 7 < m; on a

€T = —e'. A nouveau, Uy, = {£€/]|0 < r < m;}.
Si I est impair, m; = 1/d; lest a fortiori et donc Us,,, = £U,,,. On a Uy, = Uézi. = {edr

0<r<m}.

Comme m; est premier avec g—;, on peut écrire U,,, = {€/|0 < r < m;}. Comme 2 est premier & m,;, on peut
aussi écrire cet ensemble Uy, = {€27]0 < r < m;}. O

T

Comme [S

]q € A pour tout r,s € N, on peut sans probléeme ’évaluer en ¢; # 0. Le lemme suivant donne
une formule pour exprimer cette valeur en fonction de ESL avec 0 < 79,80 < my;. Il généralise la formule

donnée dans la proposition 3.2 de [Lus1989] :

Lemme 2.3.5. Soit s,7 € N avec s < r et dont les divisions euclidiennes par m; s’écrivent r = m;ry + ro
et s = m;s1 + sg alors

() i =1
r s1/ Lsole, 2
L] = { (—1)reotron (:1) [gg] . sie"t = —1 et m; pair (2.39)
€ (_1)(T1+1)s1+mso+ros1 (:1) [;g] . si E;ni - 1 et m; impair
que l'on peut aussi écrire
r _ (_1)(mi+1)(r1+1)sl (ezni)(r1+1)sl+rlso+msl T1 To (240)
5], 51/ S0l ¢

Démonstration. On commence par écrire 1’égalité de polynomes & coefficients dans Q(e) :

m;—1 m;—1
[ G+ex) =™V I (x = (=)
k=0 k=0

D’apres (2.37), e;% parcourt U,,, quand k parcourt 0, ..., m; —1. Donc —6;2k parcourt les racines m;-ieme
mg .
de (—1)"™ et le produit vaut donc

(3

Emj(mi—l) (Xm‘ _ (_1)mi) _ (_1)mi+1 (Xm’ + (_1)mi+1) (241)

Considérons r € N et soit r = m;r; + ro la division euclidienne de r par m;. Rappelons que [Z]q =0si
k > n. On utilise alors (1.10) :

r—1 T
s _ s(r—1) r s
H(1+€3 X)_ZQ |:5:|57X

s=0 s=0

7‘171 mifl
— (T[T dmemrsotmineromy [mﬂ"l +7’0] semisiso
! m;s1 + So .,

S1 =0 S0 =0

o
+ 2 :e(miT1+So)(miT1+T0*1) miT1 + 7o X mir1+so
’ m;r1 + o],

S():O

T1 mifl
— Z Z E(‘77”51'*'30)("”“"t‘To—l) m;T1 + To X misitso
‘ m;s1+ Sof.,

S1 =0 S0 =0

Alors (2.41) et (1.10) donnent :
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=

ro—1
(14 €X) = (= (x4 (i) T (142 x)

s=0 s0=0

71 T0
—(—1 (m;+1)ry 1 1 (mi+1)(7’1—51)Xmisl so(ro—1) To X %0
(-1) > () >l o),

81:0 30:0

T1 m;—1
= Z Z (—1)(mi+1)815$0(r071) ! To X misitso
1 S1 S0 €

s1=0 so=0

r—
1

En identifiant les termes de degré s = m;s1 + sg, on trouve
|:7“:| _ Gl—(misl-i'so)(miﬁ-ﬁ-?"o—l)(71)(mi+1)51€§0(r0—1) <T1) |:T0:|
s € ' ' 51 S0 €
En utilisant (2.35), on peut simplifier le facteur en (—1)(7”"“)(““)81(e?i)(rlﬂ)sl”lsﬁmsl. On déduit
alors facilement les autres expressions en simplifiant selon la parité de m; et le signe de €. O

Lorsque 'on spécialise en €, les générateurs de 'algebre possedent des propriétés supplémentaires qui
seront utiles pour ’étude des représentations . Le lemme 2.3.6 montre comment les [K;"O] .. s’expriment en

fonction des K et de [I;LOL et les (Xii)(T) en fonction des X et des (Xii)(mi). De méme, la proposition

2.3.7 montre quelques propriétés des puissances des lei et des K;.

Lemme 2.3.6. (i) Pour toutr e N,0<r <m; ona

K;;0 L Kie; t - K e
] I o
€4 s=1 i 7

(i) Pour toutp € N,

~1
Ki;O} Loy Ki;0 o,
=" ] ({ } - e;"lKimls> (2.43)
{pmi o D a=o \L ™ g
(iii) Pour 0 <r <m; etp € N,
K;;0 K0 [Ky;0 (2.44)
pmi+r]., Lpmy R '

(tv) Pour toutr € N, 0 <r <m; on a

(x2)" ([Xf”, (2.45)
(v) Pour tout p € N, 1
(05" = e (e ™0 (2.46)
(vi) Pour 0 <r <m; etp €N,
(X)) = (e (x0T (x5 (2.47)

Démonstration. L’égalité (2.42) est simplement la définition (2.13) évaluée en ¢ = 0 et ¢ = € et (2.45) la
notation 2.1.5 évaluée en ¢ = €. Il faut juste s’assurer que cela a un sens c’est-a-dire que les dénominateurs
ne s’annulent pas. C’est le cas si 0 < r < m,, grace a (2.31). De méme, pour tout p € Net 0 < s < m;,
pm; + s n’est pas un multiple de m; et on peut alors écrire
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1—(pm; — its)—1 bmi (s H2eme) | pe—1 sl - 1 s—
Kiel (pmi+s) _ K; lel(pm +s) € (Klel K. ¢ K™ — Kt

pm;+s —(pmi+s) B m; —s—2pm; - S _ 7S
et i — €, i E,ZZ i Ef — € pm; € €;

ce qui permet de prouver (2.44).
En ce qui concerne (2.43), le cas p = 0 est évident donc on suppose p > 1. La formule (2.21) du lemme
2.2.6 donne

(p'i‘].)mz Kz,o _ Z (71)t62mi(77bi—t) pml—ﬁ—t—l Kt KZ,O KZ,O
pmi ] Lo+ Dmi], o= ' t o Lpmi] [mi—t]

On utilise I'expression (2.40) pour simplifier les bindmes quantiques. Tout d’abord, si 0 < t < m;
on voit que [pmiffl]e‘ est multiple de [tzl]e qui est nul d’apreés (1.6). Le terme en ¢ = 0 se simplifie en
(—1)(””“)(1”“)(e:-”i)(mﬁp) [K“O} [K“,O] Z_ et celui en t = m; se simplifie en (—1)mip+p+1(e?i)(minH)KZ”"p[fg?]

pmile, L mi le €

Le facteur du membre de gauche s’écrit quant a lui (p+1)(e/**)™*”. En utlisant (2.35), on obtient la relation

de récurrence suivante :
= ——€. — €, :
(p—|— 1)m1 . p+1 ? m; |, i i P pmi |,

d’ott on déduit I'expression générale (2.43).
Pour (2.47), on commencer par remarquer que 2.26 donne :

pmi g,

Puis d’apres (2.39), on a [p;’:jr] = (— 1)t D2 (maymippF 4P el _ (mayPT Enfin on remarque

que dans U, on a

On a de plus

P km; (k]! B [pmi],,.!
H {(k - 1)77%] ; N H [(k = Dymal, mal,,! ([mi]qi!)p

ot & d’apres (2.39), [, "), ] = (=)™ (e ik = () BTk Dow on déduit la formule générale

(2.46). 0
Proposition 2.3.7. Dans U :

(i) (Xii)mi =0 pour tout 1 <1i <n tel que m; > 1.

(ii) Pour tout 1 <i<mn, sie" =1 alors K" est central.

(iii) Kfm =1 pour tout 1 < i < n.

Démonstration. Pour le premier point, on remarque que (X:5)" = (Xii)(T) [r],,! dans UZ* et [r]_ = 0sirest
un multiple de m; > 1. Pour le second point, les K" commutent avec les Kji donc aussi avec les [K; ;O}q_.
J

On a de plus

m; vt _ [ mi\Qij vt om;
K; Xj = (g ) XjKi

25



. : : . s
Si € = 1, cela montre que les K" commutent aussi avec les in dans U donc avec les (in)( ),

. N 2. . . . 4 .
Notons que pour €;"* = —1, on prouve de méme que K;™* est central, mais cela est impliqué par le dernier
point.

Pour ce dernier point, on considere 1’égalité

ﬁ (Kig; " — K, '¢] ") = {Ki;o} H (@ —a")

M
r=1 v dgip=1

Le second membre évalué en € est nul, car son facteur en » = m; 'est. Le membre de droite s’écrit

1 (K = &) = K= [ (K? — qf(rfl))
r=1 r=1
(-1 m;—1
—acm T (e
r=0
d’olt on déduit en évaluant en € que
m;—1
I[ (x7-€7)=0 (2.48)
r=0

Comme dans la démonstration du lemme 2.3.5, les puissances en ¢; dans (2.48) parcourent tout Upn,
quand r parcourt {0,...,m; — 1}. On obtient donc (Kf)ml —1=0ie. Kfm =1. O
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Chapitre 3

Représentations de dimension finie

Nous allons maintenant nous intéresser aux représentations des algebres enveloppantes quantifiées U, et
Ur®s. On rappelle qu’elles sont définies comme des modules (sur Q(g) pour la forme rationnelle et sur A pour
les formes intégrales). Dans le cas de la spécialisation restreinte, on supposera en fait qu’il s’agit de modules
sur C, ce qui est plus simple & manipuler. La remarque 3.2.1 explique pourquoi cette hypothése ne pose pas
de probleme.

3.1 Représentations de la forme rationnelle

Dans cette section, nous décrivons brievement les représentations irréductibles de la forme rationnelle en
suivant le début du chapitre 10 de [CP1994]. Dans le cas classique, de tels modules sont paramétrés par leur
plus haut poids et nous avons un résultat similaire pour la forme quantifiée.

Un poids est un n-tuple p = (p1, ..., pn) € (Q(q))*. Si p, p’ sont deux poids on définit un ordre

. -1 v
P <peIBeQtVip o =g

On procede alors comme dans le cas classique. Un espace de poids d'un Uz,-module est un sous-module

non nul de V de la forme

V, ={veV|Vi,K; v =pv}

pour un certain poids p. Un Ujz-module de plus haut poids p est un module engendré par un vecteur v
primitif i.e. satisfaisant v € V, et X;rv = 0 pour tout 1 < i < n. Alors en utilisant la proposition 2.1.9, on
obtient la décomposition en somme directe d’espaces de poids :

V=V,
p'<p

avec dim V, = 1. Alors p est uniquement déterminé et V' est appelé le module de plus haut poids p. Les
éléments de V), sont appelés vecteurs de plus hauts poids.

On définit le module de Verma M, (p) comme le quotient de U, par l'idéal a gauche engendré par les X ;"
et les K; — p;1. C’est un module de plus haut poids p ot un vecteur de plus haut poids est I'image de 1 dans
le quotient. Tout module de plus haut poids p est isomorphe & un quotient de M,(p) et M,(p) posséde un
unique quotient irréductible V,(p). On a alors les propositions suivantes :

Proposition 3.1.1. Pour tout poids p, il existe un unique Ugs-module irréductible de plus haut poids p. Il
s’agit de Vy(p). O

Proposition 3.1.2. Un U,-module irréductible de plus haut poids p est intégrable si et seulement si p =
( Aay)

04q; ) pour un certain o € {—1,1}" et un certain A € PT. 0
1<i<n
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Proposition 3.1.3. Tout Uy-module irréductible de dimension fini est intégrable et de plus haut poids i.e.
\2
isomorphe & un Vy(o, \) = Vq((aiq;‘(ai )) .y ) pour un certain o € {—1,1}" et un certain A € P*T. O
1<i<n
Proposition 3.1.4. Tout U;-module de dimension finie est complétement réductible. O
Cela permet d’obtenir une classification complete des U,-modules de dimension finie.

Aa) (A=B)(a7)

Remarque 3.1.5. Si p' < p = 0,q; , alors par définition cela signifie que Vi, p} = 04, pour un
’ %
certain 3 € QT C P*. Donc les poids de V; (o, A) sont de la forme (Jiq? (e )> avec M < A
1<i<n

Exemple 3.1.6. On suppose g = sls et A € N. Il existe exactement deux U,(g)-modules de dimension finie

A+ 1> 1. Ceux sont les modules V, (o, A) pour o € {—1,+1} de base {v(()’\),vi’\), ...,vg’\)} dont Paction sur
les générateurs de U,(g) est donnée par

Klng) _ (Tq)\_2r’l)7(«)\)
Xf'vy‘) =oA—7r+ 1]qv7(i)1

_ A
Xrv =[r+ 1]q”£+)1

T

ol on pose vy41 = v—1 = 0.

Notons finalement que 'on peut définir le caractére d’un U,(g)-module de dimension fini en s’inspirant
de ce qui existe pour le cas classique des U(g)-modules (cf 'annexe A.2). On a alors :

Proposition 3.1.7. Le caractére de Vy(o,\) est donné par la formule des caractéres de Weyl.

3.2 Représentations de la spécialisation restreinte

Dans cette section, nous nous intéressons aux représentations de la spécialisation restreinte. Comme
indiqué plus haut, nous considérons des modules sur C. Cela est justifié par la remarque suivante :

Remarque 3.2.1. Supposons que V soit une représentation de U!*® de dimension finie définie comme un
module sur C (si V est un module sur A cette structure peut étre étendue en une structure V@ C de C-espace
vectoriel et I'action de U!®® étendue par linéarité). Les K, agissent comme des opérateurs commutant deux a
deux et annulés par le polynéme X 2™ — 1 scindé & racines simples dans Q(e) donc les K; sont simultanément
diagonalisables sur Q(¢). En fait, pour tout 1 < i < n, K izm" = 1 donc K; agit comme un opérateur ayant des
valeurs propres dans I’ensemble Us,,,. On a en fait Us,,, € £U; C A d’apres (2.38). Comme € est algébrique,
Q(e) = Qle]. Soit (V)1 <;<gimy une base de Vet v = SV (Zé;g vijej) (v; ®1) € V®Q(e) un vecteur
propre commun pour les ;. On a v;; € Q et en multipliant v par un entier bien choisi on peut supposer

K,,O:I
€

vi; € Z, ce qui donne une diagonalisation dans .4 de ’action des K; sur V. De fagon similaire, les K, [ "

agissent comme des opérateurs commutant deux & deux et la proposition 3.2.2 montre que les valeurs propres
de Taction de [If ;_0]6_ sont dans Z C A. On peut alors obtenir une réduction dans A.

La proposition 3.2.2 est une généralisation de la proposition 5.1 de [Lus1989] :

Proposition 3.2.2. Soit V' une représentation de dimension finie de UI*. Alors

1. Les Xii, (Xii)(mi’) agissent de fagon nilpotente sur V
Ki;U:I

2. Les valeurs propres de laction de [ o sur V sont entiéres.

€
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Démonstration. La nilpotence des Xii est impliquée par celle des (Xii)(mi) si m; = 1 (en effet dans ce cas

Xii = (Xii)(mi)). Sinon, on sait déja que les Xii sont nilpotents par la proposition 2.3.7.
Ki;()

m;

On travaille dans la sous-algebre g; de U!*® engendrée par K, Z-jtl,Xij[7 [ ]6‘. K; commute avec [Kn;;lo]

et K" =1 donc on peut écrire une décomposition en sous-espaces caractéristiques V = @o,ko,kl mGo,k::
ou sur chaque V4, 1, K; agit par multiplication par e et [Ifnlo]e — k; agit de facon nilpotente. Par
(2.38), on a plus précisément o € {—1,+1} et kg € Z/m;Z et a priori ki € C. On considére enfin un vecteur
NS mGo,kr

Pour tout » € N*, on a Ki(Xii)(r)v = eli%(Xii)(r)Kiv = Uef"ﬁT(Xii)(r)v. Pour » = m; on trouve

K,»(Xii)(mi)v = e (Xii)(mi)v. Pour 7 = 1 on trouve que K;(XFv) = ceP*?(XFv).

On garde toujours r € N*. Les formules (2.19) et (2.20) du lemme 2.2.6 montrent que [Kﬁzzr]e_ =
[Iijo] s Y,* ou [Ifno]é est le terme d’indice s = 0 dans les formules du lemme et Y, la somme des termes

d’indices s > 0. De plus Y, appartient & la sous-algébre engendrée par K, K Iy ! Par conséquent z est un
vecteur propre de Y,;* pour une certaine valeur propre A dont (2.19) et (2.20) montrent qu’elle ne ne dépend

que de g€, m;, €; et r. Considérons alors I’action de [Ifno] (k1 + \F) sur (Xii)(r)v :

i

([K“”} Sy Af)) (x5 = (x)" < o IO Af)) v

m; mg

L mi ],

r _Ki; |
- (X})( ) ( 0 +YE — (b + Af)) v

r _Ki;_ r
=<X?>“( ! —k1>v+(X?>()(Ki—Af)v

r _KiQ 0]
= (xH) >< —k1> v
L mi - €;
Maintenant, ([1;;{0]6 — k1> v € Vi ko,ky €6 on peut donc répéter ce calcul ce qui donne pour tout p > 1,
. P r r . p
([Ifmo]e — (b + A?)) ((Xli)( )v) — (Xii)( )<[lf£;0]e_ — k1) v qui est nul pour p assez grand. Ceci montre

que (X ii)(r)v appartient au sous-espace caractéristique de [Ifn 30] . correspondant & la valeur propre ki + A*t.

Décrivons maintenant A\ de fagon plus explicite. Les formules (2.19) et (2.20) donnent :

S (—1)5612”[27’“_1} Kis[Ki;O}

S m; — S
1<s<m; ¢

2r K;;0
Y+ _ _—2rs K‘—s (2]
r Z €; |:s:|6i 7 |:mi_sei

1<s<m;

Dans le cas particulier r = m;, (2.40) montre alors que seul le terme en s = m,; est non nul et se simplifie
pour donner )\,j,i = £2A,; avec

Ap = () er ot (3.1)

On a A; € {—1,+1} et le signe ne dépend pas de k;. Comme dim V' < oo, les valeurs propres de [K"';O]G

m;

km;
(km )-Va,ko,kl C Vi ko,k1+2kA, pour tout & > 0 montre

sont dans une partie bornée de C. L’inclusion (X)

alors que (Xii)(mi) agit de fagon nilpotente sur V.
Considérons maintenant le cas particulier r = 1 et m; > 2. On remarque que [2;] .. vaut € +¢€; Lsis=1,
vaut 1 si s =2 et vaut 0 si s > 3. D’ou
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K;; 0 K;;0
Yt =e2(e; + e VKT v —d -2 v
1 € (6 +€z ) % mi—l +€1 7 mi_z .

€

Pour s =1, 2, [K“O]e_ agit sur x par multiplication par

m;—S
mi—s _ ko+l—k —(ko+1—k) mi—s 2(k—1)—2ko
o€, — o€, . (s+1) s —s(ko+1) 1- €
5~k = (=1 Aio’e; 1_ 2k (3.2)
k=1 &G & h=1 i
2(k—1)—2ko

Comme on ’a déja vu dans des démonstrations précédentes, € parcourt Uy,, quand k parcourt
2(k—1)—2ko

%

i
{0,1,...,m; — 1} (et de méme pour €2¥). S'il existe 1 < k < m; —2 tel que € = lalors \] = 0. Sinon,
on a soit 6?(0—1)—%0 = 27%0 — 1, soit e?((mi_l)_l)_%o = 6;4_2]% =

grand produit dans l’expression (3.2) vaut 1. On obtient alors

2ko __ —2’ 16

1. Dans le premier cas, €;"° = €;

N = A (o Roo( 2 e+ 616 ™) — 22002 )
— A, ((Ei—z n 51‘_4)9’_%0 _ 6;66;4%)
=A; ((6;2 + 61-_4)612 — 6;66?)

Dans le second cas, efko = 6;4. Le produit (3.2) est nul en s =1 est nul et en s = 2 il se simplifie :

i 2(k—1)—2k i 2(k+1 2(1—
R R = Tt S Ty L
_—_—m—m—m—m = = —€.
2k H 2k 1 2 i

— €4 — €° — €4

k=1 -« il 176 i

et on trouve a nouveau
A= A (—o2 20 () (6 ot )
=A; (6;26?6;26546?)
Il n’existe qu’un nombre fini de triplet (o, ko, k1) € {—1,+1} x N x C tel que V k%, 7# 0. Supposons
qu’il en existe un tel que k1 ¢ Z. On peut supposer de plus que (k1) est maximal si A; = 1 et minimal
sinon. En général, (X;r)(mi)Vg,kovkl C Vo ko ki +24,6 = 0. Si m; = 1, alors (2.46) permet de prouver que pour

tout 1 < k < my, (X;r)( )Vo,ko,k1 C Vi ko k4245 = 0. Supposons maintenant m; > 2. Les calculs précédents
montrent que

X Vo ko ks C Vor iy 1y avec

/ k6 ko+2
o€’ =o€,
! ' (3.3)
i k1+4; si2kg=-2,—4 mod bm;
! k1 sinon
Ou b = 2 sil est pair et b = 1 si [ est impair. On définit une suite d’espaces Vj, k. .k, €0 par-
tant de Vi, koo.kio = Vo,ko,ky €t en se déplacant a chaque étape dans I’espace Vo ko) k(e CORtENANt

(X;1)Vi oy &, tel que défini par (3.3). Si m; est impair, alors lorsque r parcourt {0, 1,...,m; — 1}, ko, par-
court toutes les classes modulo m;. ki1, augmente de A; exactement deux fois (en —1 et —2). Si m; est pair
alors b = 2. Lorsque r parcourt {0, 1,..., 5* — 1}, ko, parcourt toutes les classes modulo m; qui ont la méme
parité que ko,. k1, augmente A, exactement une fois (en —1 si ko, est impair et en —2 si kg, est pair). On
considére alors le plus grand r tel que V,, i,k 7 0. On a de plus k1, = k1 ¢ Z. En outre cela ne peut pas

correspondre au dernier élément de la suite car celui-ci est nul (k1 a augmenté de A; au moins une fois) et
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on peut donc écrire X;"V,, ko &, € Vi = 0. Quitte & remplacer (o, ko, k1) par (o, kor, k1),

r+1,K0(r+1):R1(r41)
on obtient & nouveau par (2.46) et (2.47) que (Xj)(k) annule V; , x, pour tout k > 1.

Finalement, (Xi_)(mi) agit de facon nilpotente sur Vi, x, donc il existe r > 1 tel que ((Xi_)(mi)) , et

a fortiori (X;r)(rmi)(X;)(Tmi), annule V; g, r, - En appliquant (2.25), on obtient que [if]e annule Vy k. k, -

Mais alors (2.43) montre que 'action de [15:“0] , sur Vo ko,k, €st annulée par le polynéme Hi;é (X — o™i (e )k0+15).
Comme [[;10] . —k1 agit de fagon nilpotente sur V,, x, x, , on a nécessairement k; € {o™ (e:»’”)k°+1s}se{0’1“.p71},
ce qui contredit k; ¢ Z. O

Définition 3.2.3. Un poids de U!* est une suite de triplets p = (0y, kio, ki1);<;<,, de longueur n tel que
pour tout 1 < i <mn, (04, kio, ki1) € {—1,+1} X Z/m;Z x Z.
Soit V' est une représentation de dimension finie de U**. On note

T;
VT e (N)" V= [ Ker (Ki - a,;efm) N Ker ({K“‘O} - k“1> (3.4)

1<i<n

et
v,= U v (3.5)
Te(N*)"

Ce dernier est en réalité un VpT pour T" assez grand. On appelle vecteur de poids p les éléments de V.
Alors pour tout 7' € (N*)", les VpT sont en somme directe. De plus on a alors la décomposition V = @p V.

Notation 3.2.4. Etant donné p = (04, kio, ki1)1<i<n un poids, on conserve la notation

Ai = (_1)(mi+1)o-mi (6mi)kio+1 (36)

7 7

Soient maintenant v € V, et ¢ € Z. Notons

vo= "] oy [K“OL (3.7)

m; m;

D’aprés (2.19) et (2.20), Y;. est dans la A sous-algébre engendrée par Ki,Kfl. En particulier, v est un

vecteur propre de Y;. pour une certaine valeur propre, que ’on notera ;. € Q(aiefo,ei).
Le calcul direct de A, & I’aide des formules (2.19) et (2.20) n’est pas forcément évident. Nous utiliserons
a la place une approche inductive. On obtient alors le lemme suivant :

Lemme 3.2.5. Soit p = (04, kip, kil)lgign un poids et v € V,. Alors pour tout c € N,

m;

mi\C ki +c
Apjite = (€) { - JAi (3.8)

Démonstration. On commence par évaluer (2.19) et (2.20) en ¢ = pm;, 7 = m;. Le lemme (2.40) montre que
seuls les termes en s = 0, m; sont non nuls et dans les deux cas, on trouve la formule :

{KZ-; ﬂ:pmz} y = (e <[Ki;o] ) Ai) : (3.9)

m; m;

Sim; = 1 on a terminé. Supposons donc m; > 2 et considérons un ¢ € Z. On évalue (2.18) en e et r = m;, :
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Ki;e+1 m [ K K;;
[ et } = ({ c} +e§+1Ki[ ¢ ] > (3.10)
m; € m; € m; — ]. €

On applique alors chaque membre a v :

Kie+1 [ Ksc K;;c
[ s v=a" [T TR T e
m; o m; .. m; — 1]
. mi—1 ko _ct+l—k —kio —(ct+1—k)
mq [ [Hic e+l ko i€ —oig ¢
=¢, + €, Oi€; "y v
m; ek —e
v de; k=1 i i
. _ k. —2 1—k
Ko m;—1 cnef“’ef“ k (1 —€ Qk“)ei (et )>
. my ) c+1 kio
=€; + €, o€ % v
m; —e; (1 — €2F)
v de k=1 i i
_my
=€ ( _ + 1 2k
g i k=1 J

mi—1 —2kio —2(c+1—k)
K;; v . 1 — ¢ Mioe,
[ ] R G R G e | e )

e m;—1 1 — ¢ 2(kioFet1-F)
bl m;\C i
. ] +Ai(e™) H 1 _ 2k v

i k=1

Intéressons nous au grand produit. Une nouvelle fois, lorsque k parcourt {0,...m; — 1}, les puissances
—2(kio+c+1-k)

i = 1 pour un certain k£ € {1,...,m; — 1} alors le produit est nul.

en ¢; parcourt U,,,. Si €

Sinon, €, Akiotetl) _ 1 o le grand produit vaut alors 1. Notons que ce dernier cas arrive si et seulement si
kio = —(c+1) mod m;, d’ou

Kise+1 [ [K;;e .

|: lmi :|5iv B G;n <|: T;'L :|E' + Al(e;n )06ki,0»(c+1)> v (3'11)

Considérons enfin 0 < 7 < m;. A partir de relation de récurrence (3.11) et en séparant les cas +, on
trouve aisément

Ki; + T T Ki; =+ 7 i\ pm;+r
|: (pm + 7’):| v = ((E;nl) |: pm :| + (6?11)]9 i+ Xi,:tr(kiO)Ai> v
m; € m; €

ol Xi4r(ko) =1sim; —r <kjo<m;—1, xi—r(ko) =110 < kjp <r—1et x;+r(ko) = 0 sinon. En
injectant I'expression (3.9) on trouve

)‘p,i,ﬂ:(pmiﬂ) = i(e?u)pmﬁ-r (p + Xiir(kiO)) A; (3~12)
Finalement, si ¢ € N et si on pose ¢ = pm; + r sa division euclidienne par m;, on a
k“o +c
+ (P + Xi,xr(ki0)) = {lJ
m;
d’olt on déduit la formule générale. O

Proposition 3.2.6. Soient T € (N*)", p = (04, kio, ki1),<;<,, un poids et v € V;I'. Considérons r € {1,m;}
et j € {1,2,...,n} et supposons que (in)(r)v # 0. Alors il existe un (unique) poids p,. = (04r, kior, kilr)1gign

tel que (in)(r)v € Vp{ En particulier, @p VpT est un sous-module de V' et siV est irréductible V = @p Vp1 =
@p V,. De plus pour tout 1 <i <n,
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Oir = <€?i)|.(kioira”)/mija_i

kiO + TQgj ,
i (3.13)

mg

iy = ()" (kil + Vho m”J Ai)

m;

kior = kio £ ra;; — {

Démonstration. On a KZ-((X].i)(T)v) = 7 (X;[)(T)Kiv = g0t (inv). Notons a = | (kig £ ra;;) /m;]
et b = ki + a;; — am; le quotient et reste de la division euclidienne de k;o & a;; par m;. Alors on obtient
Ki(inv) = ai(emi)ae?(inv). De plus,

i

Ki;O mi\TQi; r r Ki;iTCLi' M\T Qi
<|: :| - ((67, l) Jkil + )‘p,i,iraij)> ((in)( )U) = (X]i)( ) <|: ]:| - ((EZ l) Jkil + )\p7i,iraij)> v

my; m;
r m;i\TQij Ki; 0 M \T Qi
= (X]i)( : (((ez 1) ’ [ ) :| + Ypai7i”‘ai]> - ((62 1) Tkin + A%L:‘:’"%ﬁ)) v

r M\T Qi KZ,O r
= (X]i)( )(61; D ({ } - kil) v+ (in)( : (Yﬂ’ivimij - )‘Pvi,imz‘j) v

= () ey <[ .- k) '

On a alors (/") ([I;O] . k“) vE VpT et on peut répéter le calcul ci-dessus. On trouve,

T; T;
Ki;o m;\Taqj T T) mi\Tira;; szo
<|: :| — ((61 0" ks + /\p,i,iraij)> ((X]i)( )’U> — (in)( )(61- 7,)T i <|: :| _ k“) v=0

mg m;
On utilise enfin le lemme 3.2.5 :
kitr = (6]") kit + Apitras,

rag; rag | Kio £ rag;
= (") ki + ()" {0 Ta”J A;

3 mz
— (C,Z-ni)raij (kzl + \‘kzo Tinra/l]J Az)

O

La proposition 3.2.6 montre en particulier que si Vi, ;" = 1 alors o est invariant par 'action de UF**. En
réalité, 'annexe A.1 montre que Vi, e; " = 1 est équivalent & [ impair (en effet, on peut toujours trouver ¢ tel
que d; # 2 donc si [ est pair, on a €;"* = —1). Cela suggere la réduction suivante :

Remarque 3.2.7. Supposons [ impair et en particulier que les m; sont impairs. Pour tout s = (s1, s2, ..., 85) €
{1,—1}", considérons le sous-espace Z, = {v € V|Vi,K"v = s;v}. Si v € Z, on a K™ (inv) =
(ezn"’)ia“ s (va) = sZ(inv) Donc Zs est un sous module de V. D’aprés le lemme 2.3.7, on a une
décomposition en somme directe de sous-modules V' = @, Z,. Appelons représentation de type s celles

pour lesquelles V' = Z,. Notons que pour une telle représentation, alors pour tous poids p et 0 # v € V,,
Vi, KMo = Ulmi(e;—”")k”v = o;v = s;v dot 0 = s. On a un automorphisme d’algebre de U, donné par
X;’ — siX;“, X, = X, et K; — s;K; pour tout ¢ qui induit un automorphisme d’algebre ¢, de UF®. Si V
est de type s, alors pour tout v € V, ¢4 (K" )v = /" K""v = s;s;v. Par conséquent ¢, échange les repré-
sentations de type s avec celles de type 1 = (1,1,...,1). Cela permet de réduire I’étude des représentations
de U a celles de type 1.
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La proposition 3.2.6 laisse penser que 'on peut regrouper les parametres k;o, k;1 en un seul parametre
k; = kijo +m;k;1. Le lemme 3.2.8 fournit les expressions de k;q, ef“ et k;1 en fonction de k, qui seront utilisées
dans proposition 3.3.1 de la section suivante. Dans la littérature, il est d’usage d’exprimer ces parametres en

fonction de [;ﬂ mais nous utiliserons aussi {miJ qui est parfois plus pratique a manipuler.
2= €4

i

Lemme 3.2.8. Soit k € Z et k = m;k1 + ko sa division euclidienne par m;. Alors

ko =k — MJ m; (3.14)
ko — (el et — eyl (3.15)
b= || = Com ey (3.16)

Démonstration. Tout d’abord, kg = k — {LJ m; et ki = {LJ sont évidents. Ensuite, ¥ = (em’i)klefo

m; m i

donc (3.15) découle de (3.16). Maintenant si k; = 0, alors [nﬂe = [iﬂe =0==Fk.Sik >0, on

peut appliquer (2.39) et on obtient alors m]ﬁ = (—1)(7"7’“)(1““)(e?i)kﬁk"ﬂkl. Siky < 0, (1.9) s’écrit

[k ]Q_ = (-n)™ [*klmﬁ(miflfk")]q ce qui permet & nouveau d’appliquer (2.39). Aprés simplification, on

trouve la méme formule que dans le cas k1 > 0.

Considérons plus attendivement (—1)("”“)(]““)(e?i)k1+k°+1. Sie™ =1, il vaut (—1)(mi+1)(’“+1). Si

;"' = —1 on trouve (—1)("“H)(lirl)Jr]€1+k(’Jr1 = (—l)keri. On peut donc 'exprimer de facon générale
(_€mi)(mi+1)(k1+1)(€mi)k+mi _ (_1)(m'i+1)(k1+1)(emi)mikl+mi+kl+1+k+mi
K3 K3 1
— (_1)(Mi+1)(1€1+1+k1)(Ezni)k1+mi+k1+1+k+mi
— (_1)mi+1(€;'ni)k+1
Ceci achéve la démonstration. O

3.3 Représentations irréductibles de la spécialisation restreinte

Dans cette section, nous allons reformuler les parametres des représentations de la spécialisation restreinte,
de facon & pouvoir classifier celles qui sont irréductibles comme des représentations de plus haut poids.
Nous avons aussi vu 'importance du parametre A; qui intuitivement donne la direction dans laquelle va

évoluer k;;. Pour conserver le fait que 'action de X', (X;')(mi) augmente k;; et que celle de X, (XZ._)(W)
le diminue, il est naturel de considérer a la place le parametre A;k;;. De méme, on a vu que l'action de U
modifie le paramere o; en le multipliant par une puissance de €. Il est donc judicieux de modifier légérement
la définition de ces coeflicients en les multipliant par une puissance de €;* bien choisie, de fagon a ce que le
parametre o devienne invariant par l'action de U®. la définition 3.3.1 et la proposition 3.3.2 expriment ainsi
le sous-espace ‘/(Zi7ki07ki1)1<i<n en fonction de o = ((e?i)Lki/m”Ti)lgiSn etde A\ =37 | (Aiki1 + ki) w; € P.

Les changements de signes sont répercutés dans la définition de VU:': \-

Définition 3.3.1. Soit V un Ur*-module de dimension finie, ¢ € {—1,1}", A € P et T € (N*)". On pose

T;
a) Ki; (e
R (L
1<i<n i Je i o
Ko ) AT (3.17)
- N Ker(K,-_gie;w»l)mKer({ ) | Ao 1)
1<i<n my; e m;
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ot Vi, Ay(N) = (—1)™FLgmi ()M On définit Iespace de poids
Vor= |J Vi (3.18)

Te(N")"

Proposition 3.3.2. Pour tout poids p = (Tiaki07ki1)1gi§n7 posons o = ((6;-7“)L’\(O‘iv)/m'iJ Ti)icicn €6 A =
Yo (miAika + ko) w; € P. Alors VUTJ\ = VpT et Von = V,. De plus les espaces de poids Vg)\ sont en
somme directe et V = EB(,—,,\ Vo x-

Démonstration. On se donne un poids p = (73, kio, ki1);<;<,, €t on pose A = Z?zl (m;Azki1 + ki) w; comme

dans I’énoncé. Alors par définition () = m;A;ki1 + kio est la division euclidienne de A(a)) par m;. On
v v Mey) v

utilise le lemme 3.2.8 : On a bien A;()\) {%J 1=0" [A(T(rf%'v)]ev 1, aief\(ai ) — Ti(e;"i){ ™ JG;\(% ) _ 1650

ot ;

Ai _ (_1)mi+17__mi (emi)kioJrl

[ %

d’ou on déduit A7()\) LM%DJ = Al LMJ = Al \‘WJ = A,Alkﬂ = kil- Par Conséquent
[N = VI Dot Voy =V,
Etant donné (o, A), on définit p = (74, kio, ki1)1<;<,, 00 ki1, kio sont donnés par les divisions euclidiennes

May) = miQikin + kip et 7, = (e;”i)t’\(aiv)/miJ 0;. On définit de méme p’ & partir de (o7, \'). Si il existe

K3
v E VJTJ\ ﬁV;’;,/\/ tel que v # 0, alors a fortiori v € V,NV, et donc V,, = V,,. Par conséquent p = p' i.e. 7 =7
et Vi, ki = ki A ko = kjg. On en déduit (o, \) = (o/, X). O
Proposition 3.3.3. Soit V un U!**-module de dimension finie.

1. Soient N € P et T € (N*)". Alors pour tout 1 < j <n ona :

X]ivaj;\ - V(I)\:I:aj (319)

2. Pourtouto € {—1,1}", @, V! est un sous-module de V. Si V' est irréductible V = P, Viv=D,\Vou
pour un certain o € {—1,1}".

Démonstration. Le second point se déduit facilement du premier et de la définition des VUTA. Rappelons

ensuite que «; est donné par (1.12). Soient r € {1,m;}, v € VX et supposons que (X]i)(r)v # 0. Soit alors
VJTT A I'espace de poids auquel (Xf)(r)v appartient. Soit 1 < ¢ < n. Dans ce contexte, les formules de la
proposition 3.2.6 s’écrivent

Tir = (€ i)[(kio:traij)/miJTi

m
i
ALk Ak k.otra;. )
_ (6an) i 11(6?11) ikiit[(kio m”)/m’JTi
m

_ (6 i)Az‘kil (Emi)l_(miAikil +hiotrai;)/m;] -
- % 7 ?

)
_ (oM m; m;
= (") ' ' Ti

= Ojpr = 0;
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kior = kijo £ rai; — {OMJJ m;

m;

m;

= Aikiym; + kio £ rag;; — {

ZQiT%KQQ—{QiT%XQQPW

m;

Ajkiimg + kio £ 1ag;
mg

Ay = (—1 (mi+1) _m; (ezni)kio""'l

)
_ (_1)(mi+1) ((elmi)L(k:ioiraU)/mijmi m) ((emi)kioimirL(kmim,-j)/mijmiﬂ)

TZ 1
= Ay
» ko £ra;;
Airkilr = Air(ezni)ra” <k21 —+ \‘OTGJJ A1>
m;
Ko 2 e
:Amﬂ+{10me
m;
| miAikin + ko £ rag;
= -
_ | A £ray)(a)
= -
Cela acheéve la démonstration. O

Un module V est dit de type o € {—1,1}" si V. = @, V,». En particulier, tout module irréductible
possede un type bien défini. Si [ est impair, alors cette définition coincide avec la notion définie dans la
remarque 3.2.7. L’automorphisme ¢, mentionnée dans cette remarque permet de réduire I’étude aux modules
de plus haut poids de type 1. Dans la suite, on s’intéressera surtout aux modules de type 1 et on écrira alors
simplement V*5(X\) pour V'*(1, ) et VI**(X\)x pour V*(1,A)1 ». De méme pour W;es,

On peut alors de nouveau procéder comme dans le cas classique. Un U!**-module de plus haut poids
A € P de type o € {—1,1}" est un module engendré par un vecteur Uo,» Primitif i.e. satisfaisant v, x € V. »

et X v, = (Xf)(mi)v[,}A = 0 pour tout 1 <14 < n. On obtient la décomposition en somme directe d’espaces
de poids :

V= @ Vi (3.21)

N<A

avec dim Vi, ) = 1. Alors A est uniquement déterminé. Les éléments de V; ) sont appelés vecteurs de
plus hauts poids. De plus, V' posséde un unique quotient irréductible. Cela conduit a la définition suivante :

Définition 3.3.4. Soit V, (o, A) P'unique Uz-module irréductible de plus haut poids (Jiq?(aiv)> pour
1<i<n

un certain o € {—1,1}" et un certain A € P*. Soit v\ un vecteur de plus haut poids. On définit V}* (o, \)
le sous Uf*-module de Vg (o, A) engendré par vy et on définit le module de Weyl

WS (o, ) =Vi¥E(o,A) @4 C

via le morphisme A — C qui a ¢ associe €. C’est un module de dimension finie de plus haut poids A
et de type o. On note alors V' (o, A) son unique quotient irréductible. Par un argument classique c’est, a
isomorphisme pres, 'unique module irréductible de plus haut poids A et de type o.

Remarque 3.3.5. Soit v € V™(0,A),, € Vg(o,A),, ou p = (Jiqi)‘l(a'iv)

3.1.5). Alors par définition, on a K;v = aiq;\/(a‘y)v. Par (2.13) et (1.3), on en déduit aisément que [I;;io]q‘v =

) pour X < A (cf la remarque
1<i<n
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ol [’\,(O‘iv)] o Ceci montre que v®1 € W*(a, ), ,, et les espaces de poids "coincident”. Cela justifie d’une

autre maniere les changements de signes opérés dans la définition 3.3.1 et la proposition 3.3.2.

L’exemple qui suit est tiré de [CP1994] :
Exemple 3.3.6. On suppose g = sls et A € N. Alors & partir de (3.3.6), on trouve une base {v(()A), ’UE)\), ey vf\)‘)}
de Wres(\) sur laquelle Paction de U est donnée par :

Ko = -2y
[Kl;o} oY) = (1)0mD (myA-2rt] V - QTJ e
m 6 m

X+ ()\) =[A- 7"*‘1}6 7(~/\)1

A
N = [r+1).0,

ey
7"
(Xii-)(m)v"(d)\) |: —7“—|—m] (k) _ AT(LA—TJ +1> ()\)

m
0 = [ o = @ ([ ]+ 1)

ou pour r ¢ {0,1,...,A}, on pose v, = 0. Si V' est le sous-espace de W!*(\) engendré par les vecteurs
vy(aA) qui satisfont A\g < rg < m; et 11 < A1 (ot comme d’habitude A = m;\; + A\g et 7 = myr; + o sont les
divisions euclidiennes par m;) alors V' est un sous-module de W ()\) et

VIE(O) = WES(O)/V
Le théoréme suivant généralise la proposition 6.4 de [Lus1989] :

Theoréme 3.3.7. Tout U!**-module irréductible de dimension finie est isomorphe & VI®(o,\) pour un
certain (o, ) € {—1,+1}" x PT.

Démonstration. Soit V' un tel module et o son type. Par la proposition 3.3.3, V = @, V;A D, Vo . Soit
A maximal parmi les poids de V. Alors tout vecteur non nul v,y € V;  est primitif. Comme de plus V est
irréductible, v, » engendre V et V = VI (g, A).

1l reste & montrer que A € P*. Par le premier point du lemme 3.2.2 et par (2.46), il existe un p > 0 tel
que
)((pil)mi)vgy,\ £0

)(pm,)

(X,

?

(XZ ’Uo—)\—o

On a alors (Xf)(mi)(X;)(pmi)vg,A = 0. On utilise ensuite la relation (2.25). Seul le terme en t = m; est
non nul et on trouve

((p—1)ymy) [Ki; —(p— 1)m
G|

m;

%
:| Vo, X = 0
€

On utilise alors (3.9), pour déduire

L (p_ . v 1,
(Xﬁ((pfl)mi) {Ku (SL' 1)ml] Vo ) = (Gzni)(P—l)miAi(A) Q/\(% )J —(p— 1)) (X;r)((p 1) JUM

d’ou
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by V
R
m;
ie.
(p—Dm; < MNo) < pm; (3.22)
En particulier, A(e)) > 0. O

Concluons cette section en observant que l'on a malheureusement pas I’équivalent de la proposition 3.1.3

pour la représentation restreinte. Conservons les notations de ’exemple 3.3.6 et supposons de plusl = 2m = 4
et A = 2. Alors on voit facilement que pour tout v = E?:o aivf) € Wr*(2) on a (Xf')(z)v = a2v62),
(Xl_)(z)v = aovf). De plus par (2.32), X;jfv = a2[1]6v§2) = Cl21)£2) et X;v = ao[l]evf) = aovf). En

particulier v§2) engendre un sous-module et c’est le seul sous-module propre de W*(2). Cela montre que

Wres(2) est réductible mais pas complétement réductible.
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Chapitre 4

Caracteres et produits tensoriels des
représentations

Dans ce dernier chapitre, nous considérons les produits tensoriels de représentations de la spécialisation
restreinte. La définition du produit tensoriel de deux représentations d’algebre de Hopf est donnée dans la
section 1.5 par (1.15). Nous commencons tout d’abord par donner une factorisation sous forme de produit
tensoriel des représentations irréductibles V'*5(o, A). Nous associons aussi & chaque représentation de dimen-
sion finie de la spécialisation restreinte un caractere, qui aide a leur classification. Enfin, nous donnons un
apercu des tilting modules.

4.1 Factorisation des représentations irréductibles

Commencgons par donner une factorisation justifiant d’une autre facon que 'on peut se restreindre aux
représentations irréductibles de type 1. On voit facilement que ’on peut définir un U,-module de dimension
1 (donc irréductible) V' = Cv ot action des générateurs est donnée par K;v = oyv et XFv = 0. 1l suffit
de vérifier la compatibilité avec les relations de la définition 2.1.2. Alors ce module n’est autre que V,(o,0)
et on en déduit le Uf*-module V**(5,0) = W!*(0,0) = Cv, ou laction des générateurs est donnée par
Xiivg,o = (Xii)mivgo = [K“OL_UU,O =0 et K;v50 = 005,0. D’ol

’ my;

Lemme 4.1.1. Soient 0 € {—1,+1}", X\ € P*. On a un isomorphisme de U -module
VE®(0,A) = Vi%(0,0) @ VES(L,A) (4.1)

Démonstration. Notons respectivement v, o, v1,5 des vecteurs de plus haut poids de V*(c,0), VI(1, \).
Alors comme nous le verrons dans la démonstration de la proposition 4.2.2, v, o ® v1,5 est de poids (o, A).
Par A(X;") = X" ® K; +1® X" et par la formule (2.7) évaluée en r = m;, ¢ = € on trouve X; (v, 0®v;1 \) =
(Xj)(mi)(vg’o ®w1,x) = 0 donc v, 0 ® v1,x est un vecteur primitif de V- = V*%(g,0) @ V. *3(1, A). De plus, on
calcule facilement pour tout x € Ul que

(Vo0 ® V1.2) = 0;(Ve 0 @ TV1))

ce qui montre que v,0 ® v1 » engendre V. Donc V' est un module de plus haut poids (o, A). Enfin, soit V'
un sous-module de V', (¢, \) un poids maximal de V' et v’ € V, ,, un vecteur primitif. Alors v' = v, ®v"
pour un v” € VF(1,\). On voit alors que V' = VI *(5,0) ® V" out V" est un sous-module de V'5(1, \).
Donc V” =0 ou V" = Vr*(1,\). Ainsi, V est irréductible et donc isomorphe a V' (a, \). O

Considérons maintenant la factorisation suivante, donnée dans [Lus1989]. On suppose que ! est impair,
premier avec les d; et tel que 0 < d; < I. Tout A € P peut s’écrire de fagon unique sous la forme A = A\g+1A;
olt Ag, A1 € P et Vi, 0 < A\g(a)) < I. Alors on a l'isomorphisme de U!**-module suivant
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VES(N) 2 VIS (00) @ V(1)

On note UMM 1a sous-algeébre de U engendré par les Xij[7 Kii. C’est une algebre de Hopf de dimension
finie. Alors le premier facteur peut étre vu comme un U"-module irréductible tandis que le second peut étre
vu comme le tiré-en-arriére d’une représentation irréductible de U (g) par un certain morphisme U — U(Q).

On aimerait généraliser ce résultat avec nos hypothéses moins strictes. Le lemme 2.3.6 montre que si une

algebre contient X* et (X; jE)(mi) alors elle contient tous les (X; i)(r) et n’est donc pas de dimension finie.
Pour avoir l’equlvalent de la factorisation de Lusztig, on doit donc couper A(e;’) au niveau m;. On commence
par quelques lemmes :

Lemme 4.1.2. Soient 1 <1i,j < n, i # j. On suppose que d; |a;;| = d; |a;;| < m. Alors

(ma) I mi+ai; —1+k (—aij—Fk) (mitaij+k)
R DV Al - IO S1E a2)
k=0 €i
(m;) IS mi +ai; —1+k (mitaij+k) (—aij—k)
XEOE ™ = 3 M T ) (XF)(xE) @3)
k=0 €i

Démonstration. On travaille dans U,. Pour simplifier les notations, notons N = 1—a;, e = g;, Ak = (X; i)(k)
pour tout k € Net B = X;t. On a en particulier A'A* = AFA! = [kH] AF+l La relation (2.5) s’écrit alors

N
ANB =3 (=) ANk p Ak (4.4)

Plus généralement, on montre par récurrence sur M > 0 que

N
ANTM B = N "(—1)FH! [k _kl_J’lM} AN=FBARM (4.5)
k=1 €

La formule est vrai pour M = 0, c’est (4.4). Si elle est vraie pour un M > 0 alors

A

AN+M+1p
[N+M+u

ANJr]WB

Z 1)1 [N—k+1], [k—1+M ANk g gkt M
Pt [N+ M+1], [ k-1 |,

Par changement d’indice [ = k — 1, la somme des termes en k > 1 s’écrit

N-1

N —1] l+M
l+1 e AN—lBAl+M+1 4.6
S0 e 1), (49
Quant au terme en k = 1, il devient
N, vpgen [N (YN AL | g1
TR IR 7 el PR B
- (4.7)
N

Le facteur en I = N dans (4.7) s’écrit

[N+[]J\V4]€+ 1], [N+ZAVH1L B [N_ 1N+—(A1H1)L
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Si on additionne les termes en 1 <! < N — 1 dans (4.6) et (4.7) on trouve les facteurs

[—1+(M+1)] [N][l+M+1], — [N -] [M+1],
[ [=1 } [N +M+1] 11,

et aprés simplification, la fraction devient 1. Donc (4.5) est vraie au rang M + 1.
On peut maintenant évaluer (4.5) en M = m; — (1 — a;;) et e = ¢; et on obtient (4.2). On déduit (4.3)
par symétrie. O

Remarque 4.1.3. Soit 1 < ¢ < n. Supposons que pour tout j # i, d; |a;;| = d; |a;;| < m. La matrice de
Cartan A étant indécomposable, il existe j tel a;; # 0. Ceci implique que 1 < d; < m et en particulier
m; > 1. Réciproquement, si Vi,1 < d; < m, ’annexe A.1 montre que dans le cas des algebres de Lie simple,
on a alors V1 < i < j < n,d;|a;;| = dj|aj| <m.

Lemme 4.1.4. On suppose V1 < i < j < n,d; |a;j| = dj|aj;| < m. Soient o € {—1,+1}", X € PT.
1. SiVi,M(«)) =0 mod m; alors pour tout 1 <i <n, Xii.V:es(cr, A)=0

2. SiVi,0 < X\«)) < m; alors pour tout 1 <1i <mn, (Xii)(mi).‘/;res(a, A) = 0.

Démonstration. On note v,y € V(0, ) un vecteur de plus haut poids.

Supposons tout d’abord que pour tout 1 <i < n, A(«) =0 mod m;,.

Montrons que Xii.vg)\ = 0. v5,» étant un vecteur plus haut poids, le cas + = + est immédiat. Rai-
sonnons par 'absurde en supposant que v = X; vy x # 0. Soit 1 < j < n. Alors X v = X X[ v, =

K,—K; ' ek(aiv)feik(aiv) Aay)

(X;XJ‘-Ir +5i,jﬁ) Vo, N = (51-7]-@%00,,\. Comme \(«)) est divisible par m;, €; '’ est une

[3 z k3 v v

Z)\(O% ) _ ei_)\(ai )
+\(m5) e (M) s - .

(X)) o= X7 (X)) v =0.85ij =4, on utilise (2.25) :

M

puissance entiere de €;* € {—1,+1} donc e =0 d’ou X;rv = 0. Si j # i, alors par (2.24),

m; _ m; K,»;l—mi m;—1
(x7) )v=<XZ— ™ [T >>UU,A=

Ainsi, v est un vecteur primitif de poids strictement inférieur a (o, A). Il engendre un sous-module propre
de V*(o, \), contradiction.
On définit maitenant par récurrence le sous-espace Vi de V, \ par Vp = Cv, » et pour tout k£ > 0,

Vk:+1 — Z ((X;)(mj)Vk + (Xj)(m])vk)

j=1

Soit V' =3, V. Pour tout v € V4, (Xli)(m”’)v € Viy1 donc (Xf)(mi)V C V. De plus les éléments de V
sont des combinaisons linéraires de vecteurs de poids et on voit alors facilement que K;V C V. Montrons
par récurrence sur k que pour tout 1 < i < n on a Xf[.V;C = 0. On a déja montré le résultat pour & = 0.
Supposons donc que 'hypothése de récurrence est vraie pour k > 0. Les termes apparaissant dans Xiin_H
sont les suivants :

- XFXH"V = (x5 "™ xE =0,

- Xf(Xf)(mj)Vk = (X;-F)(mj)Xiin =0 avec j # i (on utilise (2.24)).

- XEXHY, C(xFH) M xE 4 (xH ™V ure0 Y, = 0 (on utilise (2.25)).

- Xii(XJi)(mJ‘)Vk =0 avec j # 4 (on utilise (4.3)).

Donc 'hypothese est vraie a 'ordre k + 1 et V' % 0 est un sous-module de V'**(o, A). Ce dernier étant
irréductible on a V = V'*(g, \). Finalement Vi, X:*.V** (g, \) = 0.

On suppose maintenant que pour tout 1 <i <n, 0 < A(«)) < m; et on procéde de la méme fagon.

41



Par définition, (X;r)(mi)vg)A = 0. Dans la démonstration du théoreme 3.3.7, on a trouvé que le plus petit
po > 0 tel que (X{)(pomi)va,)\ = 0 satisfait (3.22) i.e. (po—1)m; < M) < pomn;. Side plus 0 < A(ay) < my;
alors pp =1 et (Xi_)(mi)vd,x =0.

On définit maintenant par récurrence le sous-espace Wy, de V,, » par Wy = Cu, » et pour tout k£ > 0,

n
Wit = Z (X; Wi + X, W)
i=1
On pose W = 3, Wj.. Par définition W est stable par X;*. Les éléments de W sont des combinaisons
linéaires de vecteurs de poids et voit alors que W est aussi stable par K;. Montrons par récurrence sur k que
(Xii)(mi)Wk C W. On a déja montré le résultat pour k = 0. Les termes apparaissant dans (Xii)(mi)WkH
sont :

- (xH ™M xEW, = xExEH "W cw
(DM xFEW = XEXT) Wi C W oavee j # i (on uilise (2.24)).
~ (XD XEWE C (X ™ U (XF) ™) Wi © W (on utilise (2.25)).

- (Xii)(mi)inWk C W avec j # i (on utilise (4.2)).

donc la propriété est vraie a 'ordre k + 1 et W % 0 est un sous-module de V**(o, A). Ce dernier étant
irréductible on a W = Vr*(a, A).

Notons que la récurrence ne permet a priori pas de montrer directement que V<, (Xii)(mi’)Wk =0 (lar-
gument ne fonctionne ni pour (X;F)(mi)XfWk ni pour (Xii)(mi)X;:Wk). Nous allons utiliser une méthode
qui s’inspire du constat de la proposition 4.1.7. On donne une structure de U}**-module & W en gardant
Paction des X;°, Ki*! et en fixant arbitrairement I'action des (X f)(mi) a 0. On vient de montrer que W était
engendré par I'action des X li sur ve x. Donc W muni de cette nouvelle action est un module irréductible de
plus haut poids (o, A). L’identité est un isomorphisme de Ur*-module entre W (muni de 'action que 'on

vient de définir) et V***(o, A). Donc en fait (Xzi)(m"').V;es(o, A) = 0. O

Theoréme 4.1.5. On suppose V1 < i < j < n,d;|a;j| = djlaj;| < m. Soit X € Pt et écrivons ce poids
A= X+ A1 ou pour tout 1 <i<n, 0< N()) <my et \y(a)) =0 mod m,. Alors on a un isomorphisme
de Ul**-module

VR (A) = VI (o) @ VI (M) (4.8)

Démonstration. Soit vy € VI*(Ag) et vy € VI*(A1) des vecteurs de plus haut poids. Alors pour 1 < i <mn,
Xfvg = X oy = (X;r)(mi)vo = (Xj)(m")vl =0. Par A(X;") = X;" ® K; + 1 ® X, et par la formule (2.7)
évaluée en r = m;, q = € on trouve X;" (vo®@v;) = (Xf)(mi)(vo ®wy) = 0. Nous verrons dans la démonstration
de la proposition 4.2.2 que vg ® v1 est un vecteur de poids A = g + A1. Donc vy ® v1 est un vecteur primitif
de V = V'Eres(/\o) ® V'Eres()\l).

Montrons maintenant que vg ® v1 engendre v. Soient v, € VI®(X\g) et v} € VI**(A1) non nuls. vg, vy
engendrent respectivement VI®(\g) et V'*(A1). D’apres le second point du lemme 4.1.4, il existe xg com-
binaison linéaire de produits de X telle que v, = zgvo. Similairement, il existe £, combinaison linéaire de

produits de (Xif)(m"') telle que v§ = z1v1. La formule (2.8) évaluée en r = m;,q = € s’écrit

m;
—\(my) k(m;—k (k) 1-m i—k —\(mi—k)
A((X;) ):Zei( )(X'i )UK @ (X))
k=0
Si on applique cette expression au vecteur vy ® vy alors d’apres le premier point du lemme 4.1.4, seul le

terme k = 0 agit de fagon non nul et on trouve (X;)(mi)(vo ®vy) = (ezn"’))‘o(aiv)(vo ® (Xf)(m"')vl). Il existe

donc un z} combinaison linéaire de produits de (X)) " (obtenue en modifiant éventuellement les signes
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des cofficients de la combinaison linéaire x1) telle que ) (vg ® v1) = (Vg ® x1v1) = (Vo ® v]). Maintenant, on
a

AX) =X, @1+ K '® X,

et & nouveau par le premier point du lemme 4.1.4 on obtient X, (vo®@z1v1) = (X, vo®x1v1) et finalement
xoxh (vo ® v1) = (V) ® v]).

1l reste & montrer que V est irréductible. Soit V'’ un sous-module propre de V et A’ un poids maximal de
V. Tout vecteur non nul v’ € VJ, est primitif. Soit {ws, ..., w,} une base de V}**(\1) telle que I’action des K;
est diagonale i.e. telle qu'il existe des ¢;, € C* tels que K;w, = ¢;pw,. Alors il existe ui, ug, ..., up € V(o)
tels que

p
U/ = E Uy ® Wy
r=1

et par le premier point du lemme 4.1.4 on a

P
0=X; = ZX?UT ® CipWy
r=1
Alors pour tout i,7 on a Xjur = 0. Donc w, est un multiple de vy et v/ = vy ® v pour un certain
v} € V*5(\;). On utilise & nouveau la formule (2.7) évaluée en r = m;, ¢ = € et on obtient 0 = (X;5)™"v" =

vy ® ((X;')(mi)v'l) et v] est un multiple de v;. Finalement, le vecteur vo ® v; € V' et engendre V donc
V = V', contradiction. O

Corollaire 4.1.6. On suppose V1 < i < j < n,d; |a;j| = dj|aj;| <m. Soient o € {—1,+1}", A € P+.
— Ecrivons A = Ao + A1 ot pour tout 1 <i <mn, 0 < Ao(e)) <m; et \(e)) =0 mod m;. Alors

VE®(0,0) = Vi%(0,0) @ VE®(Ao) @ VIP(A1) (4.9)

— Supposons m premier avec les d;. Ecrivons A\ = \g +mA1 o0 pour tout 1 < i <n, 0 < Ao(a)f) < m.
Alors
VER(o,A) = VI%(0,0) @ V¥ (Ao) @ VI¥(mAr) (4.10)

— Supposons | impair et premier avec les d;. Ecrivons A = A\g+IA; ot pour tout 1 < i <n, 0 < Mo(ey) < L.
Alors
VIS (o, A) = VES(0,0) @ VI®(Xo) @ VI (1) (4.11)

Etudions plus en détails ces factorisations. Le premier facteur Ve (o,0) est décrit ci-dessus et ne pose
pas de probléeme. Le second facteur dans (4.9) peut étre vu comme un U!™™-module au sens de la proposition
4.1.7. Notons pour I’énoncer que tout U;**-module peut étre vu, par restriction de I’action de U}**, comme un
Ufim_module. Réciproquement tout Uf"-module V peut étre vu comme un Ur*-module en étendant I’action

par Vi, (Xii)(mi)V = 0. En particulier, si V est irréductible de dimension finie comme Uf"-module, il I'est
aussi comme Ur*-module et posséde donc un type o et un plus haut poids A € P*. Alors on a le résultat
suivant :

Proposition 4.1.7. On suppose V1 < i < j < n,d;|a;j| = dj|aj| < m. La restriction de Uaction de U
a U™ et le prolongement (par zéro) de laction de US™ a UM définissent une correspondance biunivoque
entre :

1. Les Ur-modules irréductibles de dimension finie de type o dont le plus haut poids A € P satisfait
Vi, 0 < M) < my.

2. Les U™ modules irréductibles de dimension finie de type .

De telles représentations irréductibles sont au nombre de []}_, m;.
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Démonstration. Soient deux U!**-module irréductibles de dimension finie, de type o et de plus haut poids
A\ # pu € PT satisfaisant Vi, 0 < A(a)), u()) < m;. Alors il existe i tel que A\(a)) # u(a)) et par conséquent
K; agit de facon différente sur un vecteur de plus haut poids et cela reste vrai par rebtrlctlon. Donc pour un
type o fixé, deux représentations distinctes de UF® donnent, par restriction de ’action, des représentations de
Ufin distinctes. Inversement, deux représentations de Uf™ distinctes donnent (par prolongement de ’action
par zéro) des représentations de UF® distinctes.

Si V est un Ueﬁn—module irréductible de dimension finie de type ¢ alors comme on 1’a vu plus haut, le
prolongement de 'action par zéro donne un U!**-module irréductible de dimension finie de type o et de
poids A € PT. Soit v un vecteur de plus haut poids. Alors (2.25) évalué en r = s = m; et ¢ = ¢ donne

[K“O]Ev:O: {%Jv Ainsi pour tout 1 <4 <n, 0 < Ao)) < my.

m;
Considérons V'**(o, ) une représentation irréductible de U*. Si V7,0 < A«
point du lemme 4.1.4 montre que les (Xii)( ms) agissent de fagon nulle sur V(A
Paction & V' est aussi irréductible (et par définition de type o).
Pour définir une telle représentation irréductible de type o, il suffit de se donner les valeurs (') entre
0 et m; —1etilyenadonc [];m,. O

Y) < m; alors le second
). Ainsi la restriction de

Tournons nous maintenant vers le troisieme facteur. Lorsque [ est impair et premier avec les d; Lusztig
a construit le morphisme de Frobenius dans la proposition 4.1.8 ci-dessous et qui permet de se ramener aux
représentations bien connues de I'algebre enveloppante U(Q).

Proposition 4.1.8. Supposons | impair, premier avec les d; et tel que 0 < d; <[ alors
(i) 1l existe un unique morphisme d’algébre Fr : U*(g) — U(Q) tel que Fr(K;) = 1, Fr((Xii)(T)) =
(Xii)(r/l) sir=0 mod [ et Fr((Xi)( )) =0 sinon.
(it) Soit A € PT et notons p : U(g) — gl(V(N)) la représentation irréductible de U(Q) de plus haut poids X.
Alors poFr: Ur*(g) — gl(V(N\)) est une représentation de U*S(g) isomorphe & VI(IN).
Démonstration. Voir [Lus1990b]. O

Revenons au cas général et considérons le troisieme facteur dans la décomposition (4.9). Si u < Aq et
VX(1,A1), # 0 alors par le premier point du lemme 4.1.4 on a nécessairement pour tout i, pu(ey) = 0
mod m;. K; agit sur les vecteurs v de poids u par

n(e))
Kv= (") ™ v (4.12)

Pour généraliser la proposition 4.1.8, on voudrait que Fr envoit K; sur un élément de la sous-algebre U°(g)
engendrée par les H; qui agirait comme (4.12). Les H; agissent sur les vecteurs de poids p’ par multiplication
par un entier y'(«) quelconque. Mais si m; < [, alors action (4.12) n’est plus nécessairement constante et
il semble donc difficile de trouver un élément de U°(g) qui convienne. En revanche, comme €;** € {—1,+1}
on a toujours K? — 1 qui agit de facon nulle. Cela suggeére d’utiliser & la place Us(g) = U*(g) pour un
certain s € {—1,+1} :

Proposition 4.1.9. On suppose que g est une algébre de Lie simple et que [ Z0 mod 4. Posons s = €™ =
(=)', On suppose enfin qu’il existe un morphisme d’algébre Fr : U (g) — U,(g) tel que Fr(K;) = K;,
Fr((X)™)) = X et Fr(XE) = 0.

Soit X € P* tel que Vi,A\(o) = 0 mod m; et posons N = Y I | ’\(m wi. Sip:Ug(g) — gl(Vs(N))
est la représentation irréductible de Uy(g) de plus haut poids X' alors p o Fr : Urs(g) — gl(Vy(N)) est une
représentation de U*(Q) isomorphe a VI(A).

Démonstration. Par définition, Fr est surjective. Cela implique qu'un sous-espace de Vi()\') stable pour
Paction de U!**(g) lest a fortiori pour 'action de U, (g). Ainsi, V4 (A') est aussi irréductible comme U (g)-
module. Cela implique de plus que si v est un plus haut poids de V;(\'), il engendre aussi Vi(\') comme
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Ures(g)-module. D’apreés la définition de Fr, on a (po Fr)(X;")(v) =0-v = 0 et (po Fr) ((X»Jr)(mi)>

v
X;"-v = 0. Il reste donc & montrer que v est un vecteur poids A quand V;(\') est vu en tant que Ur®(g)-
module.
L’hypothése [ £ 0 mod 4 est équivalente & m impair et par (2.36), on a

d;
Ezmi:(71)(l+1)(m+1)((71)(”1)7”) — s (4.13)
De plus, m; est impair pour tout 1 < i < n. Alors s)‘ (@) e;ni)‘,(a"v) = ef‘(a’Y) et (e;m))‘(aiv)Jrl =
Y a) .
(ei)™ X (e )ef’“ = ((—1)m1+1(ezm’)) (of )Si = sj( O+ par conséquent, K; et [K 0]6_ agissent sur v par

(poFr)(K;)(v) = Ki-v
= 5@y (4.14)

v
— ei)\(ai )’U

et

(o) ([KO}) o= (R ™), P09 ™)) o

mi
= [Xj_sz_] v
_ [Kil? 0} o (4.15)

=5} TN (a))

v v
_ (—1)7m+1€?i()\(ai )+1) \\)\(0&1 )J
my

O

Lorsque | = 0 mod 4, il semble nécessaire de plonger U dans une algebre U!*(g) pour un ¢ d’ordre
plus grand. La proposition 4.1.10 propose une solution a ce probleme :

Proposition 4.1.10. On suppose que g est une algebre de Lie simple, que l =0 mod 4 et ] # 4. On définit
m’ = ppcmye p pged(d, m) ot

- D= {dl,dg, ,dn,4} sil=0 mod 8

- D ={dy,da,....;dpn,2,1} sil Z0 mod 8 ou r est le plus petit diviseur premier de m/2.
Définissons I = 2m’ et pour tout 1 <i <n, m} = sz On considére la racine de Uunité ¢ = /' d’ordre
l/

On suppose qu il existe un morphisme d’algébre Fr : UX*(9) — UL tel que Fr(K;) = K;, Fr((Xii)(mi)) =
(x5 ™) et Fr(XE) = 0.

Soit A € P tel que Vi, \(ay) =0 mod m; et posons N =3I, ml (@) )w;. Sip:UES(9) — gl(Ve (X))
est la représentation zrreductzble de UL*(9) de plus haut poids N alors po Fr Ure(g) — gl(Ve (X)) est une
représentation de UI*(Q) isomorphe d Ve(X).

Démonstration. Notons tout d’abord que [ =0 mod 4 implique que m est pair. Sil =0 mod 8 alors m est
divisible par 4 et Vi, 1 < d; < 4 < m’. Sinon, comme on suppose [ # 4, m/2 > 1 et posséde donc un diviseur
premier r > 2. A nouveau, Vi,1 < d; < 2r < m’. De plus, € = e/l est clairement d’ordre I’ puisque € est
d’ordre . Ensuite, m’ correspond bien & la définition usuelle : I’ est pair et m’ ={’/2. On remarque que par
définition, m’ divise m. Comme [ est pair, I/I' = (2m)/(2m') = m/m’.

Considérons 1 < i < n. Si d; = 2, pged(d;,m) = 2 = pged(d;, m'). Sinon, par définition de m’, soit
pged(d;, m) = 1 et alors pged(d;, m') = 1, soit pged(d;, m) = d; et alors pged(d;, m’) = d;. Donc ﬁd;m,) =
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’

/
m _ m ’

. N ’ oy ’
- = - = m/, et m/ correspond bien & la définition usuelle. Notons alors que ¢ = e/t = ¢m/™ =
pged(d;,m) m/m; % %
. / . . 'mf . . e e . . 4 .
€mi/™Mi ot en particulier e, = ¢™i. Si m est divisible par 4 alors m’ aussi par définition et m;, m/ sont

toujours pairs. Sinon, m, m’ sont divisible par 2 mais pas par 4 : m;, m) sont impairs si d; = 2 et pairs sinon.
Donc m;, m/ ont méme parité et (—1)™ ' = (—1)mitL,

Soit v un vecteur de plus haut poids pour Vi, ()\'). Comme indiqué plus haut, 1 < d; < m’ pour tout i
donc en particulier m/ > 1 et Fr n’est par surjective. Néanmoins, 1 < i < n, M'(a) = 0 mod m] donc le

lemme 4.1.4 et la remarque 4.1.3 montre que 'action des (Xii)(mi) sur v engendre Vi (N) et que les X
agissent de fagon nulle. Donc en tant que Ur*-module, Vi (\') est irréductible et engendré par v. De plus
(poFr)(X;)(v) =0-v=0et (poFr) ((Xj)(’"”) o= (xH" v =0

11 reste donc & montrer que v est un vecteur de poids A quand Vi (\') est vu en tant que U!*®(g)-module.
K; et [Ki;_o]e_ agissent sur v par

my

(po Fr)(K)(v) = K - v

— Ny
_ NGy (4.16)
— M)y
et
KZ-;O KZ,O
(poFr)([ ] )-v:{ /:| v
mg € m; si
it ot V@O V(@)
=y e
Ala)
’ ’2 m? U A/ V
— (- T | XD
Aay)
_ <( 1)7TL;+1(€{TVL;)) 1 /\/(aiV)J (4.17)
7 mg
Aad)
N\ T L A(e))
— 1 mi+1 m; ) i 7
(o™t o
Ae)) v
. L A
= (et g | el
m;
m; mi M) )‘O‘;/
= (1) (g )+1{ (W)J
O]

Pour améliorer cette section, il faudrait étudier plus précisément la A-base donnée dans la proposition
2.2.9. Ainsi, pour fixer arbitrairement ’action des (Xii)(mi) a la fin de la démonstration du lemme 4.1.4 nous
avons implicitement supposé qu’ils ne peuvent pas s’exprimer en fonction des X f, K. De fagon équivalente,
nous supposons que US™ est bien de dimension finie. De méme, certains énoncés supposent 1'existence d’un

morphisme Fr : U(g) — U en se donnant 'image des générateurs X, (Xii)(mi) et KE'. 11 faudrait
vérifier que l'on peut bien fixer 'image de ces générateurs de cette fagon. Dans la proposition 4.1.10, on
pourrait en fait choisir un Fr surjectif (par exemple Fr(X*) = XF ou Fr(XF) = (1 — 6n,71) X) ce qui

permettrait de retirer les hypotheses techniques. On obtiendrait alors :

Conjecture 4.1.11. Dans le premier point du corollaire 4.1.6, VX*5(\1) s’interpréte comme le tiré-en-arriére
d’un U#-module par un morphisme Fr : U**(g) — U™ ou € est d’ordre I’ divisant 24.
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Notons pour terminer cette section que les résultats sur la représentations restreintes ont été inspirés de
travaux existants sur les groupes algébriques sur un corps de caractéristique p. En particulier, on a diverses
analogies entre les représentations de ces groupes algébriques et celles de UF*® pour | = p, ce qui explique
aussi pourquoi le cas | impair a été étudié davantage. Ainsi, Lusztig compare sa décomposition (4.11) et
Pinterprétation du facteur V***(A;) a 'aide du morphisme de Frobenius avec le théoréme de Steinberg pour
les groupes algébriques. Lusztig a aussi énoncé dans [Lus1990a] une conjecture reliant les représentations de
UEfin et sa contrepartie pour les groupes algébriques lorsque | = p est assez grand.

4.2 Caracteres des représentations

Dans cette section, nous définissions les caracteres des U}**-module V' de dimension finie et énongons les
formules des caractéres pour les représentations irréductibles.

Définition 4.2.1. On définit le caractere d'un U**-module V' de dimension finie comme la somme formelle
X(V) = dim(V, ) (o€ (4.18)
oA

N ’ ’
ot (ceM)(o'er) = (oo’)e M.
Le caractere possede les propriétés usuelles :

Proposition 4.2.2. Soient V,W des U**-modules de dimension finie. Alors
1. x(Ve W) =x(V)+x(W)
2. x(VaW) =x(V)x(W)

Démonstration. le premier point est évident. Pour le second, la preuve est totalement similaire a celle de la
proposition 11.2.4 de [CP1994]. Il suffit de montrer que si v € V,w € W sont des vecteurs de poids respectifs
(o, A) et (07, \) alors v ® w a pour poids (co’, A+ X'). On a

= (0:6Dv) @ (ol D) (4.19)

AN a;/
D)

= (oi0 (v@w)

Par (2.13) et (1.3), on voit facilement que [K;;O]elv =o] [’\(‘;‘iv)]e pour 1 < r < m;. Par (3.17), c’est aussi
vrai pour r = m,;. De méme pour w, o}, N'. En utilisant Pexpression (2.22) pour évaluer [Iir”tfo]e..(v ® w), on

voit qu’il reste & montrer que

> (oo™ N0

Yy
m; — S s m;
s=0

} [)\/(aiv)} (e @) N3 _ (o [()\ + X)(aiv)}

Cette égalité peut alors étre démontrée en considérant (1.11) évaluée en ¢ = ¢;. On considére le terme
’ \ / v 4 ’ v
de degré amiyAFA)(@)=mi do (g4 ) AT = (5 4 )M (3 4 )V @) Pour le membre de gauche, il
’ ! VY o .
s’écrit [(/\+>;n)i(a7)] eg()‘+>\ Ye)=mi)mi m,

€i

YA+ @) =mi Poyur le membre de droite, il s'écrit
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Zl <|:/\((X;/):| egmis)()\(oé;/)(miS))xmi—syk(ay)—(mi—s)> ([)\’(Oé;/)] ef(A’(ay)S)m‘gy)\’(al\/)—s> _
m; — S € S €

] ren] )

65()‘,(O‘iv)*S)Jr(mi*5)()‘(aiv)*(mz‘*s))+2()‘(0‘iv)*(mi78))5 miy()\-l-/\’)(a;/)—nu —
m; — S €

K2 K2

mi Y v v (Y oV oV
(Z [)\ (o} )] [A(ai )} (gmi>>\ (o) )€£A+z\ )a) )s> (O (@ )7mi)mixmiy(x+)\ Yol )—mi
s my — s
s=0 €4 €4
Ce qui donne le résultat escompté. O
De la proposition 3.1.7, on déduit immédiatement que

Proposition 4.2.3. Le caractére de W (o, X) est donné par la formule des caractéres de Weyl. O

Evidemment si W' (o, \) est irréductible, alors V**(o, A) = W (g, \) et on peut calculer x(V.*(o, \))
par la formule des caractéeres de Weyl. Andersen, Polo et Wen étudient en détail la théorie cohomologique
des représentations de Ur® dans [APW1991] et donnent certaines conditions pour lesquelles cette égalité a
lieu. En particulier, on a la proposition suivante :

Proposition 4.2.4. On suppose | impair, premier avec les d; et tel que 0 < d; < 1. Alors pour tout X € PT,
WEeS(A) est irréductible

1. Si (A +p)(aY) <1 pour tout a € AT
2. Ou bien si A= (I — 1)p + L pour un certain u € P+.

Dans [Lus1990c], Lusztig formule une conjecture exprimant V'®$(\) comme une combinaison linéaire
des modules de Weyl {W*(u)|u € PT}, ce qui permet de calculer le caractere de x(VX®()\)) grace a la
proposition 4.2.3. Cette conjecture est finalement démontrée dans [KazLus1991] pour g de type A, D ou FE
et les hypotheses sur [ utilisées par Lusztig.

Terminons par une factorisation des caractéres des représentations irréductibles, en utilisant ce qui a
été discuté dans la section précédente. Pour tout entier k € N* notons @ : 3° auet — > a et Plus
généralement, pour toute suite k = (ki,...k,) € (N*)" on note ®; le morphisme de caractéres envoyant j

sur Yor ) kip(e w.

Proposition 4.2.5. Supposons | impair, premier avec les d; et tel que 1 < d; < l. Ecrivons A = Ao + 1\ ot
pour tout 1 <i<mn, 0 < A(a)) <. Alors

X(VE%(0,2) = o x(VE (M) 2u(x(V (A1) (4.20)

Démonstration. Conséquence immédiate de la proposition 4.1.8. O

Notons que x(V(A1)) est donné par la formule des caracteres de Weyl (voir appendices A.2 et B.2).
Si on arrive & interpréter le troisieme facteur V**()\;) dans la factorisation (4.9) comme un tiré-en-arriére
d’une représentation irréducible, alors on peut généraliser cette formule de caractéres en utilisant ®; pour
un certain k € (N*)". Par exemple k = (my, ma, ...,m,) pour I'interprétation donnée dans la proposition
4.1.9 et k = (mqy/mf, ma/m...,m,/m! ) pour celle de la proposition 4.1.10.

4.3 Tilting Modules

Nous reprenons ici essentiellement la section 11.3 de [CP1994]. La majorité des résultats proviennent de
[And1992], [Par1992] et [AP1995].
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Nous revenons aux restrictions usuelles sur [, en particulier on suppose qu’il est impair. Pour tout 1 <
i < n, on suppose de plus que [ est premier avec les d; et satisfait 1 < d; < [. On définit I'alcove principal
par

Ci={Ne PTVae AT, (A +p)(aY) <1} (4.21)

On peut montrer que C; # 04 0 € C; < 1 > h ol h est le nombre de Coxeter de l'algebre de lie g (voir
lannexe A.1). Dans la suite, nous supposerons de plus que [ > h. Rappelons que toute représentation d’une
algebre de Hopf posséde une représentation duale ot action est décrite dans la section 1.5 par (1.16). Cela
permet de définir la notion suivante :

Définition 4.3.1. Un U/*-module V de type 1 a une filtration de Weyl s’il existe une suite

0=V CWC..CV,=V
avec pour tout r = 1,...,p, V,./V,_1 =2 WI()\,) pour un certain A\, € PT. Un U*-module V de type 1
est un tilting module si V' et V* possedent une filtration de Weyl.

Exemple 4.3.2. Si A € C; alors la proposition 4.2.4 montre que W!*(\) = VI*()) est irréductible. De
plus VFeS(A)" 22 VIS (—wo(N)) et —wo(A) € Cp done VFeS(A)" 22 WIS (—wg(N)). Ainsi, VI(\) est un tilting
module.

Les tilting modules possedent les propriétés de stabilités suivantes :

Proposition 4.3.3. (i) Le dual d’un tilting module est un tilting module.
(i) La somme directe de deux tilting modules est un tilting module.

(#ii) Si un tilting module s’écrit comme une somme directe de deux modules, alors chaque terme est aussi
un tilting module.

(iv) Le produit tensoriel de deux tilting modules est un tilting module.
O

La proposition 4.3.3 montre en particulier que ’on peut restreindre ’étude aux tilting modules indécom-
posables. Ceux-ci sont paramétrés par P* :

Proposition 4.3.4. Pour tout A € P il existe, d isomorphisme prés, un unique tilting module indécompo-
sable T.(\) qui satisfait les propriétés suivantes :

(i) L’ensemble des poids de T.(\) est inclus dans l’enveloppe convexe de lorbite de \ par Uaction du groupe
de Weyl.

(ii) X est Uunique poids mazimal de T.(\)
(i) dimTe (), =1
(iv) Te(N)™ = Te(~wo(N))

Réciproquement, tout tilting module indécomposable est isomorphe d un tel T.(\). O
Des propositions 4.3.3 et 4.3.4, on déduit divers corollaires intéressants :

Corollaire 4.3.5. Soit T' un tilting module. Alors on a la décomposition

T P .0 (4.22)
Aep+

ot les multiplicités ny(T) ne dépendent que de T'.
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Démonstration. T s’écrit comme une somme directe de modules indécomposable. Par la proposition 4.3.3,
les termes de cette sommes sont des tilting modules indécomposables. Par la proposition 4.3.4 ces termes
sont des T.(\) pour des A € PT. D’otl on obtient la décomposition (4.22). On montre 'unicité des ny(T) par
récurrence sur dim(7"). Si T = 0, clairement on a VA € PT,ny(T) = 0. Supposons T # 0 et écrivons-le

7= @ 7.0 = @ 1)
Aep+ Aep+

Si p est un poids maximal de T, alors nécessairement T, (u) apparait dans toute décomposition (4.22) de
T.Donc T =T @ T. (1) ol

T o Te(/j,)@n“(T)_l o @TE(A)GB"*(T) o TE(M)GBn;(T)—l o @ Tg()\)e)n)\(T)
AFEp AF

Alors dim(7”) < dim(T'), et par hypothese de récurrence, on obtient pour tout A € P que ny(T) =
n\ (T). O

Corollaire 4.3.6. Soient Ty et Ty des tilting modules tels que x(T1) = x(Ts). Alors Ty =2 Ts.

Démonstration. Si x(T1) = x(T2), alors en particulier T} et 75 ont méme dimension. On montre le résultat
par récurrence sur dim(7}) = dim(7%). Le cas 0 est clair. Si la propriété est vraie pour toute dimension
strictement inférieur & dim(77) = dim(75), alors comme x(71) = x(T»), T1 et T ont les mémes poids donc
les mémes poids maximaux. Soit x4 un tel poids, alors on peut écrire Ty = T} B T (u) et Ty = To BT (u). On
a x(T7) = x(T3) et par hypothése de récurrence T = Ty. D’otu T} = Tb. O

Corollaire 4.3.7. Soient Ty et Ty des tilting modules alors Ty @ To = To @ T .

Démonstration. En effet, d’aprés la proposition 4.2.2, x(T1 ® Tz) = x(T1)x(T2) = x(T2)x(Th) = x(T2 @ T1).
Donc le corollaire précédent donne T @ To = To ® T7. O

Considérons maintenant la notion suivante :

Définition 4.3.8. Notons p = Y"1 | r;a; la décomposition de p dans la base (o, ..., a;,) et posons

n
Pt = H K} (4.23)
i=1
Pour tout endomorphisme f d'un U**-module V, on définit la trace quantique par

qtr(f) = Tr(Kp-f) (4.24)
En prenant f = idy, on obtient la dimension quantique
qdim(V') = Tr(K,-) (4.25)

On peut montrer que si A € Cj alors le tilting module indécomposable de poids maximal A est irréductible
ie. Te(N) = WIS(A) = VF()A). [And1992] montre que la trace quantique permet de distinguer ces tilting
modules irréductibles :

Proposition 4.3.9. Soit A € P*. Alors qdim(T.(\)) # 0 si et seulement si A € C;. O

En particulier, la décomposition (4.22) peut s’écrire

T o @ TE()\)@HA(T) ® @ TE()\)@W‘(T)
eC AEPH\Cy (4.26)

~TaZ
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o T = P,eq, V(AP ) est une somme de modules irréductibles et Z = Dircr\c, V.(A)Em D
satisfait qdim(Z) = > ycpr\ o, na(T) qdim(Ve(A)) = 0. Si T} et T5 sont deux tilting modules, alors on définit

NRL=T®1 (4.27)

On peut montrer que ® est commutatif et associatif. En considérant les objets T, on construit une
catégorie avec des propriétés remarquables. Par exemple elle est semi-simple, stable par somme directe, par
produit tensoriel et par passage au dual. [AP1995] décrit cette catégorie et traite le cas oll [ est pair en
utilisant une variante de U!*® donnée par Lusztig dans [Lus1993]. La construction d’une telle catégorie pour
la définition standard de U!®® et [ pair ne semble pas avoir été considérée.
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Conclusion

Dans ce mémoire de master, nous nous sommes intéressés & la spécialisation restreinte Ur*(g) de I’algébre
enveloppante quantifiée U, (g) & une racine l'unité. Nous avons aussi étudié les U *%(g)-modules de dimension
finie.

Nous avons tout d’abord rappelé les propriétés de I’algebre enveloppante et de la forme intégrale construite
par Luzstig. Nous avons essayé de donner de facon la plus détaillée possible les calculs des formules énoncées
par Luzstig et qui sont essentielles pour la suite. Nous avons aussi indiqué que les U,(g)-modules de dimen-
sion finie ont des propriétés tres proches du cas classiques : complete réductibilité, modules irréductibles
paramétrés par un plus haut poids A € P+ (et un type o € {—1,1}"), formule des caractéres de Weyl etc
Ces propriétés sont aussi vérifiées lorsque 'on spécialise ¢ en un nombre € non racine de l'unité.

Nous avons considéré la spécialisation restreinte Ur*(g) en une racine de I'unité e d’ordre [, décrit les
représentations de dimension finie et défini un caractére pour celles-ci. Notre principale contribution est de
fournir les formules et démonstrations des propriétés pour un ordre [ arbitraire, sans les restrictions usuelles
que 'on trouve dans la littérature. On retrouve essentiellement les résultats de Luzstig ou [ est remplacé par
des m; et o des signes (—1)™ !, €;"" apparaissent dans les formules. Nous avons aussi classifié les U!*(9)-
modules irréductibles, paramétrés par un plus haut poids A € P* et un type o € {—1,1}". Nous avons aussi
donné I'exemple d’un U (g)-modules indécomposable mais réductible.

On a ensuite étudié la factorisation de Luzstig dans notre cadre général, en ajoutant seulement I’hypothese
1 <d; <m.SiVI®(o,\) est un U (g)-module irréductible et si on écrit A = A\g+ A1, ot pour tout 1 < i < n,
0 < Xo(aY) <m; et Ar(ay) =0 mod m;, alors

Vveres(o_’ )\) ) V—eres(a7 0) ® ‘/;res(la)‘o) ® ‘/eres(]")\l)

Le premier facteur est unidimensionel et le second est une représentation d’une algebre de dimension
finie. Avec les restrictions de Lusztig sur [, le troisieme facteur s’interpréte comme le tiré-en-arriere d’une
représentation irréductible de I’algebre enveloppante classique U(g) par un certain morphisme. Nous avons
montré, sous réserve de l'existence d’un morphisme similaire U(g) — UL*®(g) pour une certaine racine de
I'unité €, que 'on peut généraliser cette interprétation en considérant le tiré-en-arriere d’une représentation
irréductible de U!**(g). Il semble que €’ d’ordre divisant 24 soit suffisant.

Enfin, nous avons briévement décrit le cadre des tilting modules de U*(g) en reprenant les restrictions
usuelles sur [. Ceux-ci possedent des propriétés remarquables de stabilité par somme directe, produit tensoriel
et passage au dual et peuvent se décomposer comme une somme directe de tilting modules indécomposables.
Nous avons aussi indiqué que 'on peut en déduire une catégorie semi-simple possédant ces propriétés de
stabilité.

Nous avons montré de fagon précise comment les résultats usuels sur la spécialisation restreinte peuvent se
généraliser au cas d’une racine de € d’ordre [ arbitraire, ce qui est notamment intéressant pour les applications
mentionnées dans [Saw2010]. Nous avons aussi trouvé quelques différences comme pour la généralisisation
de la factorisation de Luzstig des Ur**(g)-modules irréductibles.

Nous n’avons toutefois pas généralisé le cadre des tilting modules pour un [ arbitraire. [AP1995] contourne
ce probléme en changeant la définition de U**(g) lorsque [ ne respecte pas les conditions usuelles. Il serait
intéressant de prolonger le travail de ce mémoire en étudiant les tilting modules pour un tel [ tout en gardant
la définition standard de Ur*(g).
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Nous avons enfin mentionné la spécialisation non-restreinte U, (g) qui est de dimension finie sur son centre.
11 serait aussi intéressant de s’intéresser a la spécialisation non-restreinte U.(g) pour une racine de l'unité e
d’ordre arbitraire.
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Annexe A

Théorie Classique

Nous listons dans cette annexe quelques résultats sur la théorie de Lie classique. Le contenu est standard
et peut étre trouvé dans n’importe quelle référence dans ce domaine, par exemple [Hum1972].

A.1 Algebres de Lie simples de dimension finie

Type | Matrice de Symétrisation d; Matrice de Cartan a;; Nombres de Coxeter
2 -1
1
A, I, = -2 h=h"=n+1
1 -1
-1 2
2 -1
1
) -1 2
B, K h=2n,hY =2n—1
1 -1
9 -1 2 -2
-1 2
2 -1
2
) -1 2
. . h=2nhY =n+1
) —1
1 -1 2 -1
-2 2
2 -1
1 -1 2
D I == = 4 = 2 — 2
n n 1 -1 h=nh n
1 -1 2 0
-1 0 2
2 0 -1 0 0 O
1 o 2 0 -1 0 O
_ -1 0 2 -1 0 0 oy
Eg Ig = 0 -1 -1 2 -1 o0 h=h"Y =12
1 0 0 0 -1 2 -1
o o0 o 0 -1 2




2 0 -1 0 0 0 0
0 2 0 -1 0 0 0
1 -1 0 2 -1 0 0 0
E; I; = 0 -1 -1 2 -1 0 0 h=h" =18
1 0 0 0 -1 2 -1 0
o 0 0 0 -1 2 -1
o 0 0 0 0 -1 2
2 0 -1 0 0 0 0 0
O 2 0 -1 0 0 0 0
1 -1 0 2 -1 0 0 0 ©
Es Is = 8 o1 01 —21 21 —01 8 8 h=h"=30
1 o 0 0 0 -1 2 -1 0
o 0 0 0 0 -1 2 -1
o 0 0 0O 0 0 -1 2
1 000 2 -1 0 0
010 0 -1 2 -2 0 B v
Fa 00 20 0 -1 2 -1 h=12,A" =9
00 0 2 0 0 -1 2
3 0 2 -1 o
G (0 1) (_3 2) h=6h =4

A.2 Formule des caracteres de Weyl

Soit V est une représentation de dimension finie d’une algebre de Lie semi-simple g ou de fagon équivalente
de son algebre enveloppante U(g). Rappelons la définition du caractére de V' par

X(V)=>_ dim(V3)e? (A1)
A

ol e est un symbole formel satisfaisant ereN = AN pour tout A\, \' € P. Si V est irréductible alors
c’est une représentation de plus haut poids A € P* et son caractére est donné par la formule des caractéres
de Weyl :

l w
Zwew (_1) (w)e (A -p)
e [[aso(1 —e7%)

x(V(A) = (A.2)
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Annexe B

Spécialisations de I’algebre
enveloppante quantifiée

Nous décrivons succinctement la spécialisation non-restreinte de Uy(g) en suivant [CP1994]. Nous pro-
cédons ensuite a une étude de la spécialisation non-restreinte en ¢ = +1. Sans surprise, nous retrouvons les
résultats de la spécialisation restreinte pour ces racines de I'unité.

B.1 Spécialisation non-restreinte
On se place dans U, et on définit pour tout m € Z,

Kig" — K '¢;™

[Ki;m]qz‘ = —1
qi — q;

(B.1)

Clairement, [K;;m]y, est dans U et commutent donc avec les K. On définit la sous A-algebre Uy de

U, engendrée par les éléments X li

2.1.2 en remplagant (2.4) par

,KijEl et [K;;mlg, pour 1 < i < n. Les relations sont celles de la définition

XX - X7 X[ =6 [Ki;0] (B.2)
et en ajoutant la relation
(¢ — g K5 0] = K; — K7 (B.3)

On obtient une structure d’algebre de Hopf en étendant la proposition 2.1.3 par

A 0l,,) = [ 0y, @ Ki + K74 @ [0, (B.4)
S([Ki;o]%) = _[Ki;o]qz' (B5)
€([K;;0]4,) =0 (B.6)

Il est clair que pour tout k € Z, les [K;; k] appartiennent & U4. En effet,

(K35 kg, = [K;0lq,q;7" + Kilk],, (B.7)

De plus, pour tout 7,5 on a
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(K35 01X = X3°[K;; £ay;] (B.8)

Alors U 4 est une forme intégrale et on obtient alors la spécialisation non-restreinte U, comme la définition

2.2.1. U est l’algebre engendrée par les Xi+ , U= celle engendrée par les X; et U° celle engendrée par les
[Ki;0] et K.

7

B.2 Spécialisation en +1

On consideére la spécialisation non-restreinte en € = £1. La relation (B.3) devient

K2=1 (B.9)

K2

En utilisant (1.4), (B.7) devient pour tout k € N*,

[Ki; k] = K35 07" + Kie; WDk (B.10)

Soit V' # 0 un U.-module de dimension finie. Fixons 1 < i < n. Par B.9, les valeurs propres de l'action
de K; sont dans {—1,+1}. Considérons celles de 1'action de [K;;0]. Pour cela définissons A; la sous-algébre
de U.(g) engendrée par K;, K; ', X;*, X;” et [K;;0]. Soit s € {—1,41}. Par (B.2), (B.8) et (B.10) on a

[sX;, s X7 ] = [Ki; 0]
[s[Ki; 0], sXF] = 42X Ky

On a déja noté que K; commute avec [K;; 0]. De plus KiXiiv = elﬁXiiKi = XiiKZ-. Ainsi K; est central
dans A; et par conséquent le sous-espace

Vis ={v e V|IK;v = sev}

est stable par 'action de A;. C’est un sous A;-module de V. Toujours parce que K; est central, on peut
considérer le quotient B;s = A;/(K; — se;). Alors dans B, (sX;7,s[K;;0],sX; ) est un sly-triplet et par
conséquent B;s = U(sly). Par définition, l'action de A; passe au quotient et V; s peut donc étre vu comme
un U(sly)-module. En particulier les valeurs propres de l'action de [K;;0] sur V; s sont entiéres. Comme
V =V, 11 ® Vi _1, les valeurs propres de l'action de [K;;0] sur V' sont entiéres.

Maintenant, € € {—1,+1} correspond & [ € {1,2} donc m = 1 = m;. Par analogie avec (3.17) on définit
pouroc € {—1,1}" et A€ P:

Vor= [ Ker (Ki =i} 1) nKer (K35 0] - 03N (o)) ) (B.11)

1<i<n

Soit v € V,, ». On a pour tout 7,5 :

KXo = &9 XF K = 0, 0000y, (B.12)
Et par (B.8) et (B.10) :
+
[K,L,O] X] [K27 :I:aij]
= XF (K016 " £ Kie;“ Dag)v B3
X ( )\(a )+1)\( ) Faij itgA(oc ) i(a,-j—l)aij)v .
(

ie»Aiaj)(ai )+1)()\ + Oéj)(ai )X]:tv

:(g

Finalement on obtient pout tout 1 < j <n :
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inVa)\ = VU,Aiaj (B14)

et pour tout o € {—1,1}", V, = >, V;, » est un sous-module de V.

Les K;,[K;,0] commutent deux & deux et K2 = 1 donc on peut effectuer une réduction simultanée ou
laction des K; est diagonale. On peut de plus toujours trouver un o tel que V, # 0. Si on suppose V
irréductible alors V' = V. On dit que V est de type o. V étant de dimension finie, il existe A maximal tel
que Vi x # 0. Soit vy \ € V. alors v, est un vecteur primitif et engendre V. Donc V' est un U.-module de
plus haut poids A et de type 0. Pour tout 1 <14 < mn, il existe s € {—1,+1} tel que v, \ € Vis alors B;sv, »
est un U (sly)-module de plus haut poids A(a}") et en particulier A(«) € N. D’ou A € P+.

Par une construction de module de Verma, on montre l'existence d’un unique U,-module irréductible
Ve(o,\) de type o € {—1,+1}" et de plus haut poids A € PT. Alors l'analyse précédente montre que ’on
obtient ainsi une classification complete des U.-modules irréductibles de dimension finie.

Notons que pour € = 1, les K; sont centraux. Alors le quotient de U; (g) par I'idéal engendré par les K; —1
est isomorphe & l'algebre enveloppante U(g). Si V' de type 1, les K; agissent sur V par 1 et 'action passe au
quotient. Alors

Vai= [ Ker([Ki;0] - Aay)) (B.15)

%
1<i<n

et en particulier le caractere de V' est donné la formule des caractéres de Weyl.

58



Bibliographie

[And1992] Henning Haahr Andersen. Tensor products of quantized tilting modules. Comm. Math. Phys.,
149(1) :149-159, 1992.

[AP1995] Henning Haahr Andersen and Jan Paradowski. Fusion categories arising from semisimple Lie
algebras. Comm. Math. Phys., 169(3) :563-588, 1995.

[APW1991] Henning Haahr Andersen, Patrick Polo and Kexin Wen. Representations of quantum algebras
Invent. Math., 104, 1-59

[CP1994] Vyjayanthi Chari and Andrew Pressley. A guide to quantum groups. Cambridge University Press,
Cambridge, 1994.

[Hum1972] James E. Humphreys. Introduction to Lie Algebras and Representation Theory. Springer-Verlag,
New York, 1972.

[KazLus1991] David Kazhdan and George Lusztig. Affine Lie Algebras and Quantum Groups. International
Mathematics Research Notices, 1991

[Lus1989] George Lusztig. Modular Representations and Quantum Groups in Classical Groups and Related
Topics Contemporary Mathematics, Amer. Math. Soc., volume 82, 1989

[Lus1990a] George Lusztig. Finite-dimensional Hopf algebras arising from quantized universal enveloping
algebra. J. Amer. Math. Soc., 3(1) :257-296, 1990.

[Lus1990b] George Lusztig. Quantum groups at roots of 1. Geom. Dedicata, 35(1-3) :89-113, 1990.

[Lus1990c] George Lusztig. On Quantum Groups Journal of Algebra, 131, 466-475, 1990.

[Lus1993] George Lusztig. Introduction to Quantum Groups, Birkh&user 1993

[Par1992] Jan Paradowski. Filtrations of modules over quantum algebras Proc. Symp. in Pure Math. 56,
Part 2, 1994, pp. 93-108.

[Ros1988] Marc Rosso. Finite Dimensional Representations of the Quantum Analog of the Enveloping Algebra
of a Complex Simple Lie Algebra. Commun. Math. Phys. 117 (1988), 581-593.

[Saw2010] Stephen F. Sawin. Quantum groups at roots of unity and modularity. preprint, arXiv :
math.QA /0308281. 2010.

59



